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1 Séries de Fourier (6/20)
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FIGURE 1 – Les fonctions f(t) et g(t) de l’exercice 1

Les fonctions f(t) et g(t) sont montrées dans la figure 1. En utilisant la formule
de Moivre, f(t) peut être développé en

f(t) =
1

4
e−2it +

1

4
e2it +

1

2

d’où on trouve pour les coefficients de Fourier

fn =


1/4 si n = −2,
1/2 si n = 0,

1/4 si n = 2,

0 sinon,

Les coefficients de Fourier de gn sont donnés par

gn =
1

2π

∫ +π

−π
dt te−int =

{
0 si n = 0,
i(−1)n
n si n 6= 0.

Avec ces résultats et le théorème de convolution pour les séries de Fourier on
obtient

(f ∗ g)2π(t) =
+∞∑

n=−∞
fngne

int

= f(−2)g(−2)e−2it + f(0) g(0)︸︷︷︸
=0

+f(2)g(2)e2it = −1

4
sin(2t).



2 Transformation de Fourier et de Laplace (8/20)

a) Pour une fonction réelle et paire h(t) on a

f̃(ω) =

∫ +∞

−∞
dt e−iωtf(t) =

∫ +∞

−∞
dt {cosωt− i sinωt}f(t)

=

∫ +∞

−∞
dt cosωtf(t) = 2

∫ ∞
0

dt cosωtf(t)

= 2<
{∫ ∞

0
dt e−iωtf(t)

}
= 2<

{
f̂(iω)

}
.

Pour une fonction réelle et impaire g(t) on a

g̃(ω) =

∫ +∞

−∞
dt e−iωtg(t) =

∫ +∞

−∞
dt {cosωt− i sinωt}g(t)

= −i
∫ +∞

−∞
dt sinωtg(t) = −2i

∫ ∞
0

dt sinωtg(t)

= 2i=
{∫ ∞

0
dt e−iωtg(t)

}
= 2i={ĝ(iω)} .

b) Pour les fonctions f(t) = e−γ|t| et g(t) = te−γ|t| ont calcule les trans-
formées de Laplace (on n’utilise que les parties pour t ≥ 0)

f̂(s) =

∫ ∞
0

dt e−stf(t) =
1

s+ γ
,

ĝ(s) =

∫ ∞
0

dt e−stg(t) =
1

(s+ γ)2
.

Avec ceci

f̃(ω) = 2<
{
f̂(iω)

}
=

2γ

γ2 + ω2
,

g̃(ω) = 2i={ĝ(iω)} = − 4iγω

(γ2 + ω2)2
.

3 Analyse complexe (6/20)

Si α ∈ Z, la fonction

F (s) =
1

s(1 + s−α)

est une fonction rationnelle en s et on peut écrire

fα(t) =
∑
k

Res(F (s), s = sk),

où sk sont les pôles de F (s). Avec ceci on trouve

f(t) =


1
2 pour n = 0,

exp(−t) pour n = 1,

cos(t) pour n = 2.


