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Corrigé

1 Séries de Fourier (5/20)

Les fonctions f(t) et g(¢) ont la période 7. Les coefficients de Fourier restent les
mémes si ’on regarde les mémes fonctions avec la période 27 (plus généralement
avec une période km, k = 1,2,3,...),1.e. avec la période de la fonction exp(it). Avec

F(t) = cos?(t) = <exp(it) +26xp(it))2 24 exp(2it)4+ exp(—Qit)7

. e . ‘
g(t) = sin(t) = (exp(zt) - exp(—zt)) 2 — exp(2it) — exp(—2it)

24 4 ’
on obtient
1/4 sin=-2 —1/4 sin=-2
£ = 1/2 s%n:O ot g = 1/2 s%n:()
1/4 sin=2 —1/4 sin=2
0 sinon 0 sinon

Par conséquent

~1/16 sin = —2

1/4  sin=0 1 1
— = = - — — 2
fun =1 g = 0= |7 x0)elt) = § — g eos(2)
0 sinon
Une forme équivalente du résultat est
1+ 2sin?(¢
( # g)alt) = L2,
2 Transformation de Fourier (5/20)
1. La transformation de f(t) est
= Foo exp(iwot) + exp(—iwgt) ?
flw)|= / dt exp(—iwt) ( 5 )
+00 . o
- / dt exp(—iwt) (2 + eXp(?WOt)4+ exp( 2M0L‘)>

1 [T 1 [T 1 [T
= 5/ dtexp(fiwt)JrZ/ dtexp(fi[wf2wo]t)+1/ dt exp(—i[w+2wplt)

— 00 — 00

= 1o(w) + ga(w — 2wp) + gé(w + 2uwp)

Ici la symétrie de la distribution de Dirac, §(z) = 6(—x), a été utilisé.



2. La transformation de ¢(t) est

i) = [ arep(-ion ((ontient _Q:XP(—iwot))z

+oo 9 _ o; B iy
:/ dtexp(—iwt)( exp(2iwot) — exp( Zwot))
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= 5/ dtexp(—iwt)—i/ dtexp(—i[w—Qwo]t)—Z/ dt exp(—i[w-+2wolt)
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=mo(w) — gé(w — 2wp) — gé(w + 2wp)

On remarque que f(w) + §(w) = 276(w), car f(t) + g(t) = 1.

3. On écrit h(t) = f(t)w(t), ot w(t) = exp(—[t/o]?/2)/(v2mo). Utilisant le
théoréme de convolution de la transformée de Fourier dans le domaine de
fréquences/pulsations, il suit que f(t)w(t) < (2m)"1(f * @)(w). Ici (voir
cours) w(w) = exp(—o?w?/2). Par conséquent
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h(w) | = S dw' fw — w)w(w) ! / dw' {mé(w — ')
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3 Analyse complexe (5/20)

En utilisant la représentation de exp(z) = Y .-, 2"/n!, qui est valable dans le

plan complexe entier, on écrit

_1 _ 1 EETINE SUURC R
If% Cdzexp(l/z)zﬂ_ifgdz{lJrz +az +§z +}

La série dans l'intégrale est la série de Laurent de la fonction exp(1/z) et 'intégrale
I est donc simplement le résidu de cette intégrale, car le contour contient la singu-
larité essentielle a z = 0. Comme le résidu est le coefficient de la série de Laurent
pour 27}, il suit que

’I = Res{exp(1/2),z =0} =1 ‘

4 Transformée de Laplace (5/20)

Transformation de Laplace de I'équation intégro-différentielle donne

1
s+

sj(s) = y(0) + h(s)j(s) =0, ou h(s) =

Avec y(0) = 1, il suit que

1 . . s+ A
(S+s+/\)y(s>:1:>y(8):s(s+)\)+1'



Les poles de 3(s) sont a s1 2 = A\/2 £ V/A? — 4 et la transformée de Laplace inverse
de (s) est

1 A t
() = —= & dsexp(sti(s) = tim CTN KRB (s F A explst)
21t Jo s—s1 S — 89 s—s2 s — 81

Définissant Q) = [/ A2 — 4], on a

o ()\ sinh(§)+Q COSh(%))

5 siA? >4,

e t(t+1) siA? =4,
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e 2 ()\sm(%;)Jchos(TQ)) si )\2 <4



