Université d’Orléans, Licence de Physique (parcours PA)

TDs Mathématiques pour sciences physiques
Année 2012/2013

1 Nombres complexes

Exercice 1: Equations quadratiques

On donne les equations
22—-2242 = 0, (1)
2 —2iz+2 = 0. (2)

a) Calculez les solutions de 1'ég. (1) et vérifiez par insertion que les solutions
sont correctes. Localisez les solutions dans le plan complexe.
b) Idem pour I’éq. (2).

Exercice 2 : Forme polaire

Transformez en forme polaire (a) z = 1+, (b) 2 =1 —14,(c) z = (1 +14)?,
d) z = (1-1)% (e) z = i(1 — )2

Exercice 3 : Formule d'Euler et Moivre

Montrez par récurrence

{cos(¢) +isin(¢)}" = cos(ng) + isin(ne), n € N.

Exercice 4 : Régles de calcul

Soient z, z z2 deux nombres complexes quelconques. Montrer que
= (21 +22)" =2 + 23,

- (1/z)" =1/z%,

= (z122)" = 2{23,

- |z122| = |21]|22].

Exercice 5 : Racines complexes

Trouvez toutes les solutions de (a) z* = 16, (b) 2* = —16, (c) 2> = i et localisez
ces solutions dans le plan complexe.

Exercice 6 : Domaines en C
Faites un dessin des domaines dans le plan complexe qui sont définis par

(a) [z =3[ <2,(b) |2 +4] >4, () Ergf > 2,(d) |2 — 1| < Re(2).
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2 Séries de Fourier

Exercice 1: On donne f(t) par

0, 5<t<0 o
f(t) .—{ 3 0<t<5} période = 10.

— Faites un dessin de la fonction f(¢).

— Developpez f(t) en une série de Fourier.

— Comment faut-il définir f(¢) at = 5n (n € Z) pour que la série de Fourier
converge partout vers f(t)?

Exercice 2 : On donne
ft)y=t* 0<t<2nm, période = 2.

— Faites un dessin de la fonction f(¢).
— Developpez f(t) en une série de Fourier.

Exercice 3 : On donne

fit)y =t, —2<t<2 L. _
o) =Jt, -—2<t<2 période = 4.
— Faites un dessin des fonctions f(¢) et g(t).

— Developpez f(t) et g(t) en une série de Fourier.

Exercice 4 : Développez f(t) de I'exercice no. 1 en une série de Fourier
complexe et montrez 1'équivalence avec la série réelle.

Exercice 5 : On donne la fonction g(¢) de I'exercice no. 3. Utilisant le théoreme
de Parseval, montrez que :
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3 Signaux périodiques : applications, compléments

Exercice 1 :

— Partant de la relation %eat = ae®, ol @ € R, montrez que cette relation
reste valable si @ = o/ +ia”, ot ¢/, o’ € R. Utilisez la formule d’Euler pour
la démonstration.

— Montrez que [ dte* = é e 4 cste (o = o +ia”, o/, € R). Conseil :
Montrez d’abord que [ dte™! = L ¢! 4 cste (w € R, w # 0).

Exercice 2 : Dans un circuit LRC (voir figure) on a

FIGURE 1 - Circuit LRC

Ur(t) + Uc(t) + Ur(t) = U(t) dans 'approximation quasi-stationnaire. On
saitque Ur = RI, Uc = Q/C et U, = LI.1ci I = Q estle courant et Q est la
charge sur le capaciteur. On donne U (t) = Upe'“t=2).

— Trouvez d’abord l'équation différentielle pour le courant /(¢). Comparez
avec I’équation de mouvement d’un oscillateur harmonique
unidmensionnel sous l'influence d"une force de friction fy = —vy&,v > 0

— Trouvez la solution stationnaire pour /().

— Donnez 'amplitude et la phase de ().

— Trouvez les fréquences de résonance pour les tensions Ug, Uy, et Uc.

Exercice 3 : Trouvez la solution stationnaire de I"équation différentielle

&+ v+ wiz = | sin(wot)], wo > 0,7 >0,

sous forme de série de Fourier. Quelle est la fonction de transfert périodique ?
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4 Convolution périodique, peigne de Dirac
Exercice 1 :

Soit A¢(t) une fonction périodique avec la période T qui est définie par

(1
Ac(t) == ‘ (1 € ) ' It] <,

0, sinon.

Ici € est un parametre réel avec 0 < € < 7'/2.
— Faites un dessin de A.(t) pour différentes valeurs de e.
— Calculez les coefficients de Fourier A,, de A(t).
- Montrez que
ImA, =1, ne€Z.

e—0

Quel est le résultat de la convolution périodique (A x f)(t) pour € — 0, ot
f(t) est une fonction périodique ayant la méme période que A(¢) ? (On
suppose que (A, * f)(t) existe).

Exercice 2 :

On donne

%, [t| < e,
Ac(t) :=

0, sinon.

avec T := 2, et la fonction périodique (voir cours)

f(t) = %, 0<t<2m période = 2.
— Calculez (A¢ * f)(t) par intégration directe.
— Faites un dessin de (A x f)(t) et vérifiez que cette fonction est continue.
— Montrez que (Ac * f)(t) tend vers f(t) si on prend la limite e — 0, et si I'on
definit
F(2kr) = % ke

— Vérifiez que les coefficients de Fourier C,, de (A, * f)(t) sont donnés par les
produits des coefficients respectifs de f(t) et Ac(t).
— Montrez que
lim Cp, = fn,

e—0

ou f,, sont les coefficients de Fourier de f(¢).
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5 Transformées de Fourier
Exercice 1 :

En utilisant la formule d"Euler, montrez que
oo i 2
I:= / dt e~ (t=ito) , a>0,t) eR,
—0o0

ne dépend pas de t, ce qui est équivalent a dire que dI /dty = 0. (Dans le
cours on a utilisé ce résultat pour trouver la transformée de Fourier d'une
gaussienne.)

Exercice 2 :

Trouvez la transformée de Fourier pour les fonctions suivantes :

1. aveca >0

R EaE

0, t < 0.

2. f(t) = e~ sin wot, avec a > 0, wy > 0. Discutez la limite a — 0.

£(t) ;:{ wo <

[t] > e.

3. avece >0

Discutez la limite e — 0.
Exercice 3 :
On donne la fonction
_ L s,
1) = { 0. > 1.
Calculez I'auto-convolution (f x f)(t) par calcul direct et verifiez que sa
transformée de Fourier est donnée par F(w)?.

Exercice 4 :

On donne la fonction f(t) de I'exercice 3 et g(t) := coswyt (wy > 0). Calculez la
convolution (f % g)(t) par calcul direct. Verifiez que lim._,o(f x g)(t) = g(t) et
que la transformée de Fourier de (f x g)() est donnée par F(w)G(w).
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6 Fonctions d’une variable complexe

Exercice 1 :

Calculez Ln(z), la valeur de la branche principale du logarithme de z, pour
@z=7/2,(b)z=-7/2,(c) z=14,(d) z = -2 — 2i.

Exercice 2 :

Montrez que Ln(exp(z)) = z.

Exercice 3 :

Vérifiez si les fonctions suivantes sont analytiques/holomorphes :
- f(z)=2, zeC.

- f(z)=2*, zeC.

- f(z)=¢€* zeC.

- f(2) =cosz, zeC.

-1/2%, z€eC, z#0.

Exercice 4 :

Calculez l'integrale

2+4i
/ dz 2*
1+i
pour les contours suivants :

- z(A) =A+4iX2, Ae[l,2],

— la droite qui passe par z, = 1 + i et z, = 2 + 4.

Exercice 5 :

Calculez les integrales
- $odz 222, ot C est le contour [z — 1| = 3.

Z—T

- $odz Z(fiil), ou C est le contour |z — 1] = 3.
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7 Transformée de Laplace

Exercice 1 :
Trouvez la transformée de Laplace de

- f(t) =tt =32+ 5,
- ft) = 3e—2t + 5e7%,
= f(t) = cosh(t),

f(t) = sinh(2).

Exercice 2 :

Utilisez le théoreme de résidues pour trouver la fonction f(¢), out

- 1) = e

- f(S) = (ij_—ii';)Q/

= 1(5) = ey

- f(s) = S%, n € N.
Exercice 3 :

Trouvez la transformée de Laplace de la fonction périodique pour t > 0,

ft)=(©1)—6(t—-T/2), 0<t<T, période = T.
f(t) =0pourt < 0.

Exercice 4 :

Montrez que
— limyyop LD o5 5 f(s) — £(0),
— limh*)0+ w A Sf(S).

Exercice 5 :

On donne l'équation différentielle

d?x 2d:c

W + E + x(t) = Q(t),

Trouvez la fonction de transfert h(t) et la solution z(t). avec
x(0) = 2,dx/dt(0) = 0.



