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1 Introduction et concepts de bases

Ce cours donne une introduction a la théorie des systemes dynamiques,
tel quelle est traitée dans les présentations classiques de la mécanique analy-
tique [1}, 2,13, 4] et des systémes dynamiques en général [5) 6].

1.1 Equations de mouvement

Soient {x1,...,xs} les variables qui spécifient ’état d’un systeme dyna-
mique quelconque a f degrés de liberté. La signification physique de ces
variables n’est pas limitée a un type de systéme particulier. Elles peuvent
représenter les coordonnées spécifiant la position d"un étoile, les populations
des espéces dans un écosysteme, les nombres des différents types de molécules
dans une réaction chimique etc. La notation

I
X = : ) 1)
xy
sera utilisée comme abréviation pour l'ensemble (f-uplet) des variables et

pour une matrice de colonne dans le calcul matriciel.
Avec ceci la forme la plus générale des équations du mouvement est

X(t) = V(X(t),1) (2)

Afin visualiser les trajectoires du systeme dynamique considéré, on introduit
I'espace de phases qui représente I’ensemble des valeurs possibles pour X. On
interprete V comme champ de vitesse qui associe a chaque point X et chaque
instant ¢ une vitesse dans 1’espace de phases,

v (X(#):1)
V= : . 3)

vr(X(2), 1)
On note que la forme (2) peut toujours étre obtenue en introduisant des
variables dynamiques auxiliaires. Regardons 1’'équation du mouvement d"un

oscillateur harmonique,
E(t) + Q% (t) = 0. (4)

En introduisant z; = Qz, 25 = 2 on obtient la forme “canonique”

1(t) = Qaa (1), (5)
ia(t) = — Q1 (t). 6)



1.2 Systemes linéaires et stabilité

Une solution analytique des équations différéntielles (2) est rarement pos-
sible, sauf dans le cas ot elles sont linéaires,

X=A X (7)
Ici la solution est simplement
X (1) = exp(At) - X(0), ®)

ot exp(At) est définie par la série

[e.9] n

exp(At) = — A" )
n:
n=0
En applicant la réduction de Jordan toute matrice A peut étre représentée
sous la forme
A=T.J.-T, (10)
ou J est une matrice block-diagonale, Ici A est une matrice diagonale de di-
mensions f X f
Ji
Jo
J= : ) (11)
Jp
et p < f est le nombre de valeurs propres différentes de A. A chaque de ces
valeurs propres )\ est associée un block de Jordan de la forme

DY
e 1
' 1
Ak

dont les dimensions sont m;, x my, olt my, est la multiplicité de . Simy =1, la
matrice J;, devient un scalaire, J,, = \. On voit facilement que A” = T-J"- T},
et par conséquent

exp(Jqt) 0 0 0
0 exp(Jqt) O 0
exp(At) =T - . p<0 21) . . T (13)
0 0 0 exp(J,t)

La décomposition de Jordan donne une information évidente sur la stabilité du
systeme mécanique considéré. Le systéme est stable si

R{ME <0, k=1,...,f] (14)




Exemple 1. Oscillateur harmonique:

Prenant comme exemple les équations du mouvement (5) et (6) qui peuvent
étre écrites sous la forme

)y _( 0 Q 1 (1)
CONETINe ] &
A
Les valeurs propres de A sont

)\1’2 = :FZQ (16)

et la décomposition de Jordan de A donne

i 0 i —i
JZ( 0 zQ> T:(1 1)' (17)

Avec ceci on trouve que

o~ in
a7 ) (0

ce qui méne a des trajectoires circulaires dans I’espace de phases (voir fig.|)),

(20)= (oo, ey (a0).

Exemple 2. Oscillateur harmonique avec friction:

Au lieu des équations du mouvement (9) et (6) on considére les équations
modifiées

g (t) = —Qa(t) — | nra(t) |, (21)
dont la forme matricielle est
(scz(w ) - ( 0 > | ( (1) ) 2
A

Les valeurs propres de A sont
A2 =

(—=nF vir—47), (23)
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FIGURE 1 — A gauche : Champ de vitesse V pour les équations du mouve-
ment (I5). A droite : Trajectroire dans I'espace de phases pour Q2 = 1 et les
conditions initiales z;(0) = 1, 22(0) = 0.

et la décomposition de Jordan de A donne

S %
() (7 F) e

2

o a = +/n?—4Q2. Calculant le propagateur de la solution par exp(At) =
T - exp(Jt) - T~! on obtient ici la trajectoire (voir fig.[2)

t t

( :El(t> ) B efT(acosh(%)Jrnsinh(%)) 677(77*‘1)(22;;7])“11}1(%) | < ,I‘l(()) )

.flfg(t) _26_%[Qsinh<%t) e_%l(acosh(%t)—nsinh(%t)) ZEQ(O)
(25)

a a
Dans cet exemple on doit distinguer entre le régime ou a est imaginaire
(régime oscillatoire) et le régime ou a est réel (régime non-oscillatoire). On
note que a est imaginaire pour les paramétres donnés dans la légende de la

fig.[2

1.3 Systémes non-linéaires et stabilité locale

Dans le cas général d'un systtme dynamique non-linéaire les
considérations de section menent a la quantification de la stabilité lo-
cale. Si X (t) est une solution des équations du mouvement et Y(t) une



10f

Champ de vitesse Trajectoire dans |'espace de phases

X2

[¢)]
T

X2
o

|
[¢)]
T

—-10% ‘ ‘ ‘ E
-10 -5 0 5 10

FIGURE 2 — A gauche : Champ de vitesse V pour les équations du mouve-
ment (22). A droite : Trajectroire dans I’espace de phases pour 2 = 1,1 =
0.2 et les conditions initiales x;(0) = 1, 25(0) = 0.

autre solution qui est proche de la solution X(¢) a un instant ¢ = ¢,. La
proximité est exprimée par

Y(t) = X(t) +u(t), ou |ul—0. (26)

Dans ce cas on peut se poser la question si le systeme dynamique a la ten-
dance de préserver cette proximité des trajectoire ou, au contraire, si les deux
trajectoires ont la tendance de diverger. Comme Y (¢) est une solution des
équations (2) il suit que
Y (to) = X(to) + u(to) = V(X(to) + u(to), to)
~ V(X(to), to) + A(X(to), to) : ll(t()),

ol A(X,t) est une matrice de dimensions f x f dont les éléments sont donnés
par

(%k (X, t)

Akl(X; t) = axl

(27)

Utilisant X (¢,) = V(X(t,), o) et définissant la matrice on obtient une équation
du mouvement linéarisée pour u(t) qui est valable dans le voisinage de u(ty),
i.e. sit est proche de ¢,

u(t) = A(X(to), o) - u(t) (28)




L’étude des valeurs propres de A(.) donne une information de la stabilité de la
solution X (¢) autour de X (¢y) et une solution locale pour u(t) peut-étre trouvée
suivant la méthode présentée dans la section

Les points particuliers dans I'espace de phases sont les point stationnaires
(point critiques), X, qui sont définis par

V(Xs,t)=0 (29)

L’étude de stabilité autour de ces points donne des informations importantes
sur le systeme dynamique considéré.

1.4 Volume de l’espace de phases
La solution des équations du mouvement peut étre écrite sous la forme
X(t) = £(Xo: 1) (30)

afin d’exprimer que chaque élément x(¢) est une fonction des coordonnées ini-
tiales, z1(0), ...,z (0), et du temps, z(t) = fr(Xo;t). Ceci peut étre interprétée
comme une transformation de coordonnées

X, = X(0) = X, = X(¢) (31)

Considérons maintenant une évolution infinitésimale dans le temps,

Xar = Xo + dt V(Xo,0). (32)
Les éléments de volume pour ¢ = dt et t = 0 sont liés par

d' x4 = det(J(0))d’ xo, (33)

ou det(J) est le déterminant de la matrice de Jacobi, dont les éléments sont

donnés par
dt
Oxy,

dt) = . 34
T (dt) 929 (34)

Avec (116) et la définition on obtient alors
Tu(dt) = 0m + dt A(Xo,0) (35)

On peut maintenant utiliser l'identité det(1 + € A) ~ 1 + etr{ A} qui est valable
sie < 1.Ici “tr” dénote la trace d"une matrice. Avec on obtient donc

f
det(J(dt)) = 1+ dt Y Aw(Xo,0) =1+ dt V- V(X t)[x_x, 0 (36)
k=1



ou V -V est la divergence du champ vectoriel V,

f

V-VX )=

k=1

ka(X, t) . (37)
8xk
Si V-V =0, le volume de I'espace de phase est donc conservé par la transfor-
mation (31).

Pour un temps ¢ fini on peut décomposer l'intervalle [0,¢] en sous-
intervalles [0, dt], [dt, 2dt], etc., tel que ¢ = ndt. Si I'on introduit pour chaque
point ¢ = jdt des coordonnées X4, on obtient pour le déterminant de la ma-
trice de Jacobi résultante

(ox) = (xs) () -+ (5)
0Xo 0Xi—at 0Xioat) \0Xo /)

En prenant n — oo, ou dt — 0, on montre donc que

det(J(t)) =1 si V-V=0 (38)

Par conséquent, le élément de volume de 'espace de phases est conservé,

A’y = d xg (39)

ainsi que le volume total. Ceci est une conséquence de 1'incompressibilité du
champs de vitesse dans 1'espace de phase qui est exprimée par la relation V -
V=0

On voit facilement que les équations du mouvement du premier
exemple pour un systeme dynamique ménent a V - V. = 0. Dans ce cas le
volume de l'espace de phases est donc conservé. Le terme de friction ajouté
dans les équations meéne, en revanche, a V - V = —v, montrant que le
volume de I'espace de phase se contracte.
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FIGURE 3 — Trajectoire optimale, (ligne continue) et variations (traits interompus).

2 Systémes hamiltoniens

2.1 Principe de variation

En mécanique analytique les équations de mouvement d’un systeme de
points matériels qui est décrit par f coordonnées généralisées indépendantes,
¢, ---,qs, peuvent étre dérivées en solvant un principe de variation. On utili-
sera la notation

1

q= (40)
qr

pour I'ensemble des coordonnées généralisées. Définissant la fonction de La-
grange,

L(q,q,t) =T(q,q) — U(q,1) (41)

ou T'(q, q) est I'énergie cinétique du systeme et U(q, t) I'énergie potentielle, la
trajectoire du systeme est minimise 1'intégrale d’action,

5= / dt L(q(t).4(t), ) = Min(q(t)) (2)

to

Ici q(ty) = qo et q(t1) = q; sont des points fixes (voir Fig.[3)) et £ est la fonction
de Lagrange donnée par 1'éq. (#1). La fonctionnelle S associe a chaque trajec-
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toire passant par les points (o, qo) et (f1, q;) une valeur S[q(t)]. Une condition
nécessaire pour que S soit minimale est

t
0SS = / dtoL = 0. 43)
0
On a donc

0S8 = / dt {5qka—£+§qk§qﬁ} =0.

Utilisant que d¢, = %£dg, on trouve par intégration par partie du deuxieme

terme .
e > oL  d oL
t +/to “ % {an_aaq’ﬂ}(sqk_o'

Les variations 5qk sont arbitraires, sauf pour ¢t = ¢, et pour t = 1, olt dqx(to) =
dqi(t1) = 0. Comme condition nécessaire pour S = 0 on obtient les équations
de Lagrange

—5%

doL oL

T T (44)

2.2 Equations de Hamilton et espace de phases

On définit la quantité de mouvement associée a la coordonnée g;, par

oL
= — 45
Dk B (45)
qui sont regroupées dans le vecteur de colonne
b1
p=( i |- (46)
Dy

Avec cette définition et en utilisant les équations d’Euler-Lagrange le
différentiel de la fonction de Lagrange peut étre écrite sous la forme

f
0L 1o . 9L o oL
dL = Z {aqdek + ko + BT dt} = Z {pkqu + prdqy, + Edt} '

On peut également écrire

oL
dl = Z { Prdr) — drdpr. + Prdgi + a—dt}

10



ou bien

=1

f f or
d (; qkPr — ﬁ) = Z {depk — Prdqr — a—dt} (47)

Cette relation définit la fonction de Hamilton

f
H(a,p.t) =) de(a, P)px — £(a, 4(q, p), 1) (48)

i=1

ol les vitesses ¢ sont exprimées comme fonctions de p, ¢ et ¢, utilisant la rela-
tion (45). La relation (47) montre que

. OH
OH

Pk=—F7—- (50)
oqr

Ceci sont les équations de Hamilton qui décrivent la dynamique du systeme
en considération dans l'espace d phases, qui est engendré par les variables dy-
namiques indépendantes p et ¢q. L'équation montre également que

OH oL
o o o1
Définissant _
X:(q), V:((.l>, (52)
p p
on voit que

qx 3pk OqGpr  ODra

. 2f 2 2
k=1

La forme spécifique des équations de Hamilton a donc pour conséquence que
le flux dans l'espace de phase est a divergence nulle, Par conséquent (voir
section le volume de l’'espace de phases d’un systeme hamiltonien est
conserveé.

Pour la plupart des systemes mécaniques 1’énergie est une fonction ho-
mogene d’ordre deux des vitesses généralisées, tel que

JT(q,q )
qu aqk =27(q,9). (54)

11
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FIGURE 5 — A gauche : Trajectoires de 'oscillateur linéaire (lignes mauves) et
non linéaire (lignes bleues) a faible amplitude. A droite : Trajectoires corres-
pondantes a forte amplitude. Dans les deux cas 2 = 1 et §(0) = 0.

Sile potentiel U ne dépend pas des vitesses généralisées, la fonction de Hamil-

ton prend la forme

H(q,p,t) = T(q,4(q,p)) + U(q, 1) (55)

ou les vitesses ¢ sont éliminées en faveur de p et ¢, utilisant la définition (45))

des quantités du mouvement généralisées.

Exemple 3. Pendule - un modele simple pour un oscillateur non-linéaire

Le pendule montré dans la fig. est un
modele simple pour un oscillateur non-linéaire.
Ses équations du mouvement sont facilement
dérivées par la méthode de Lagrange. On exprime
d’abord les coordonnées cartésiennes du point
matériel par

Isin@
r = 0
[(1 —cos®)
Avec T = mi?/2 = mi*6*/2 pour l’énergie

cinétique et U(0) = mgz(0) = mgl(1 — cosf) pour
I’énérgie potentielle, on trouve
M2
2

m . .
= —1?0* - 62.
£ 2

4 >

Y

FIGURE 4 — Pendule.

Introduisant la pulsation 2 = \/g/l, I'équation de Lagrange,

12
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Trajectoire dans I'espace de phases
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FIGURE 6 — A gauche : Champ de vitesse V pour les équations du mouve-
ment (56) et (57). A droite : Trajectoire correspondante dans I’espace de phases
pour 2 = 1 et les conditions initiales x1(0) = 10, z2(0) = 0.

d(ocy _oc
dt \ 96 o0 7

donnent I’'équation différentielle suivante pour 0(t),

O(t) + Q*sind(t) =0

Une solution analytique existe si ) < 1, tel que sin ~ . Dans ce cas

0(t) ~ 6(0) cos Qt + ? sin Qt.

La figure[j|illustre la différence entre les trajectoires a forte et faible amplitude.
Les trajectoires a forte amplitude ont été obtenues par intégration numérique
des équations du mouvement.

Construisons maintenant I’'Hamiltonien du systéme. Avec

oL :
= — = ml29
Do 2%
etH = pgé — L trouve
Ps
H = 52 + mgl(1 — cos@).
et les équations de Hamilton deviennent
=P
mi?’

Py = —mglsin6.

13



Si nous définissons x; = 0,15 = pe/(ml*Q) ces équations différentielles
prennent la forme simple

Ty (t) = Qua(t), (56)
To(t) = —Qsin(xy(1)). (57)

Si|z1| < 1 ces équations peuvent étre linéarisées, utilisant que sinx; ~
dans ce cas, et on retrouve les équations du mouvement (9) et (6). La figure[§
montre le champ de vitesse pour I'oscillateur non-linéaire (a gauche) et un
portrait de phases pour une trajectoire particuliére a grande amplitude, ot
I’'approximation sinz, ~ x; n’est pas valable. Pour les mouvements a petite
amplitude on retrouve le champ de vitesse et le portrait de phases montrés
dans la figure|]

L’analyse du systeme non-linéaire procéde par une étude de stabilité des
points stationnaires qui sont donnés par

:&:(ﬁf>,kez (58)
Ici la matrice A a la forme
ov ov
o1 0o
A(X) = ( S ) - ( ) : (59)
ﬁ ﬁ —Qcosz; O
tel que
A(X,) " . (60)
s/ (_1)k+lQ 0 ’

Le polynéme caractéristique de cette matrice est \> + (—1)¥Q? = 0, avec les
solutions

+iQ) sik=0,2,4,...,

12 = { (61)

+Q0  sik=1,3,5,....

Il y a donc une alternance de points stables et instables (voir partie gauche de
la figureld). Pour les points stables on a en particulier R{\;} = 0 ce qui indique
que les points critiques sont des foyers autour desquels le systémes fait des
oscillations si I'on regarde des mouvements de faible amplitude. Dans cette
situation la linéarision des équations du mouvement est permise et le systeme
se comporte comme un oscillateur harmonique.

14



3 Modeles de croissance

Une autre classe de systémes dynamiques concerne les phénomenes de
croissance de populations au sens large, dont les coordonnées décrivent
des phénomenes assez différents, comme la dynamique d"un écosysteme ou
la cinétique d’une réaction chimique. Du point de vue mathématique, ces
systémes ont la particularité que les variables dynamiques ne peuvent pas
prendre des valeurs négatives. Une condition suffisante est la forme suivante
des équations du mouvement

.ﬁi’j:$j¢j<l’1,...,l'f)—ij(xl,...,l'f) (62)

ou ¢; > 0. Si¢;(.) = 0 on peut donner une solution formelle de

50 = a0 e ([ droy(na(r), () (©)

qui montre clairement que z;(t) > 0 si z;(0) > 0. Si 'on ajoute encore le
terme v,(.) dans 'équation du mouvement, cette propriété sera certainement
préservée, car la vitesse est toujours augmentée vers des valeurs positives.

3.1 Modele logistique

La croissance illimitée d"une population
dont le nombre d’individus est décrit par la "’

variable x et qui se reproduit avec un taux de
croissance relatif o est décrite par I'équation s

= 0alt) (64 /
La solution de cette équation est une expo-
nentielle, z(t) = z(0)exp(at). En absence 7 i 2 3 3 O

de limites de ressources la population croit
donc d"une maniere exponentielle si o > 0.
Dans la plupart des cas, cette situation n’est
pas réaliste et on trouve que le modele logis-
tique (modele de Verhulst) [5] est plus proche de la réalité

FIGURE 7 - Solution de
l'équation pour  trois
valeurs initiales, o = 1, 5 = 0.1.

dx(t)

—= = aa(t) - fr(t)’ (65)

o > 0,3 > 0. Ici le deuxiéme terme décrit la décroissance de la population
a cause de la compétition des individus pour les ressources. La solution de

15
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FIGURE 8 — A gauche : Solution numérique des équations et pour
a; =1,01 =1,as =1, B3 = 2. A droite : Portrait de phases correspondant.

I’équation différentielle peut étre trouvée par séparation de variables,

o(t) = aexp(at)z(0) (66)

a+ px(0) (exp(at) - 1) ’

et on voit qu’elle tend vers un plateau,

lim z(t) = & (67)

t—o0 5 ’
indépendamment de la valeur initiale (voir fig. [7). La valeur stationnaire est
défini par dz/dt = 0, ce qui mene ici a z(ov — fn) = 0. Les deux solutions
possibles sont donc n, = 0 et

Ici la solution stationnaire est donc la méme que la solution asymptotique.

3.2 Modéele de Lotka-Volterra

Le modele de Lotka et Volterra [7] est un joli exemple pour la
modélisation réaliste de la dynamique de deux populations en interactions,
qui représentent, respectivement, des proies et et des prédateurs. Si x; est la
population des proies et x, celle des prédateurs, les équations du mouvement
ont la forme

dx;t(t) = $1(t) (041 - Blm(t))a (69)
dx;ft) = —ns(t) (B> — o (1)), (70)

16
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FIGURE 9 — A gauche : Champ de vitesse du modele Lotka-Voltarra pour z; >
0, zo > 0 A droite : Champ de vitesse incluant les régimes non-physiques
1 < 0etay <.

o oy, > 0,0, > 0 (k = 1,2). Les équations différentielles remplissent visi-
blement la condition pour la forme générale des équations du mouve-
ment qui garantit la positivité des solutions. Dans ce modéle la population des
proies évolue d"une maniere exponentielle en absence de prédateurs et le taux
relatif de leur mortalité est proportionnelle a la population des prédateurs. Le
taux relatif de reproduction des prédateurs est proportionnel a la population
des proies et leur taux relatif de mortalité est constant. Le modéle a été utilisé
avec succes afin de décrire I'évolution périodique des populations de deux
especes de poissons dans la méditerranée.

La figure [§{montre une solution numérique particuliere des équations
et (partie gauche) et le portrait de phase correspondant (partie droite).

Définissant ( B12)
. T . 11 — P12
X = ( L2 ) V= < —To(f2 — 1) ) 1)

V.-V = (CYl - 611’2) — (ﬁg - OdQSCl) 7é 0. (72)

Il ne s’agit donc pas d'un systéme hamiltonien, mais il y a une quantité
conservée [7],

G(t) = (xz(t) —n {”“”D + 6 (ml(t) —n {xl(t)D NS
T3 s T2 s T1,s T1,s
qui vérifié G(t) = 0 et qui définit une “surface” convexe 1d dans l’espace de
phases sur laquelle reste le systeme pendant son mouvement périodique.

on trouve que
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Il est intéressant d’effectuer une analyse de stabilité autour des points cri-
tiques qui sont définis par la relation V(X) = 0. Avec on obtient

Xl,sz(()) et X2,52</32/O‘2>, (74)
0 a1/b

et la matrice A est donnée par

ovy ovy
Jor  Oms o) — Pix — b

AX)=| o o) = b ) (75)
gl Q22 a1 — o

Pour les matrices A évaluées au points X, ;, et les valeurs propres associées on
trouve

0
A(X, ) = ( O(;l 5 ) , A= ai, Ay = [, (76)
— B

0 BB
A<Xs,2) = < 2 ) s )\172 = +iy/ 06162. (77)

[e5Ke%

s
Le point critique X ; est donc instable et X 5 est un foyer, ce qui est confirmé
par la fig.[9] La partie droite de cette figure montre un portrait de phases qui
inclut des régions non-physiques. La figure confirme que X;; est un point
critique instable et on voit que les trajectoires ne traversent pas les lignes 1 = 0
etxy = 0.
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4 Systémes dynamiques sous contraintes

Le traitement de contraintes dans des systemes dynamiques est un sujet
classique de la mécanique analytique et remonte aux travaux de D’Alembert,
Lagrange et Gauss [8] 9, [10]. Les méthodes de I’ Algebre linéaire moderne, no-
tamment le concept matrices inverses généralisées [11} 12, [13} 14] menent a
une formulation élégante du probleme [15, [16] et montrent également com-
ment les équations du mouvement d’un systeme dynamique quelconque sous
contraintes peuvent étre formulées [17].

4.1 Systéemes mécaniques
4.1.1 Les principes classiques de la mécanique sous contraintes

On commence par les équations du mouvement de Newton pour un
systeme de N points matériels sous l'influence de N forces, f;,....f,. En
prévision des discussions suivantes il est commode d’utiliser une notation ma-

tricielle,
M- x=f (78)

ol M est une masse diagonale de dimensions 3N x 3N,

ml 0 ... O
0 mel ... O
et x et f sont des vecteurs de colonne de longueur 3N contenant, respective-
ment, toutes les positions x,, et toutes les forces f, (a« =1,..., N),
X1 fy
x=1 |, f=[ [, (80)
XN fn

or(x) =0, (k=1,...np) (81)
mx,%x)=0, (I=1,...n,) (82)

ol ny + n, < 3N. On peut par exemple imposer une distance fixe entre deux

points matériels
o(x) = (x1 —x2)* —di, =0, (83)
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ou fixer I’énergie cinétique du systeme
1
n(x,x) = §>‘<T ‘M- -x— E, =0. (84)

En présence de ces contraintes les équations de Newton seront modifiées
en ajoutant des forces des contraintes qui font que les contraintes imposées
soient respectées,

M- %=f+72] (85)

La question qui se pose est comment on peut déterminer les forces de
contrainte,

Z
Z = : : (86)
ZN
a partir des contraintes imposées. Essentiellement deux principes on été for-
mulés pour résoudre cette tache
1. Le principe de D’ Alembert : Ici on considere des variations virtuelles des
positions
0x,
ox = : , (87)
Xy

qui sont mathématiquement compatibles avec les contraintes imposées,
mais qui ne sont pas effectuées par le systéme. D’apres D’ Alembert [8]

(Mx — )7 - ox=2z" - 6x =0 (88)

2. Le principe de Gauss : Gauss a montré [10] que le principe de D’Alem-
bert peut étre formulé comme un vrai principe de d’optimisation, en mi-
nimisant 'écart entre les accélérations réelles et les accélérations dues
aux forces externes,

1 1
5zT.1vr1 7= 5Hlvrl/?.{>"<—1vr1-f}H2 = min[X] (89)
ol || ... || dénote la norme euclidienne. Ce principe est appelé la principe

de la moindre contrainte.

4.1.2 Dynamique sous contraintes comme probleme de Bott & Duffin

En différentiant les contraintes o;(.) deux fois par rapport a ¢ et les
contraintes 7;() une fois par rapport a ¢t on obtient s = n;, + n, contraintes
linéaires pour les accélérations,

A-x=b (90)
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A(s,3N) x| = |b

FIGURE 10 — Linear acceleration constraints

ot A est une matrice de dimensions s x 3N et b un vecteur de longueur s (voir
fig[10). Les éléments de la matrice A sont

do; ..
9. sii=1,...np,
Ajj = 877:7” | (91)
(%kh sii=mny+1,...n,+n,
et ceux du vecteur b

Po; . —_—

b — —ijxk sii=1,...np, ©2)

0 sit=np+1,...n5+n,

Les egs. peuvent étre considérées comme un systeme de s équations
linéaires pour 3N inconnues qui sont les composantes du vecteur
d’accélération. Comme s < 3N un tel systeme il n'y a pas une solution unique
pour un tel systeme d’équation, mais sous une condition encore a définir on
peut donner un ensemble de solutions qui représente les accélérations qui sont
compatibles avec les contraintes imposées,

)"(:A+-b—|—)"(H (93)

Ici A" est la matrice inverse généralisée de A [13] [14] et X vérifie A - % = 0.
Si les contraintes et sont indépendantes, tel que la matrice A a rang s,
son inverse généralisée peut étre exprimée par

AT =AT. (A A7) (94)

Comme A - X = 0, la multiplication de avec A mene a
A-A*-b=b (95)
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ce qui représente une condition pour la solvabilité des équations (93). Si A a
rang s, tel que (158) est valable, la relation est visiblement vérifiée. Avec la
matrice A" on construit les projecteurs

Pj=1-A'-A, (96)
P, =A"- A, (97)

ou 1 est la matrice d"unité de dimensions 3N x 3N. Les deux projecteurs ont
les propriétés P? = P et P” = P et projettent sur les espaces orthogonaux V et
V| de dimensions f = 3N — s et s, respectivement. Comme P, -A"T-b=A"-b
on voit que définit une décomposition orthogonale des accélérations en
une composante fixée par les contraintes,

%, = A* b, (98)

et une composante inconnue, 5'(”. Les équations du mouvement 1} prennent
donc la forme

M-()"(||+)"<L):f+z (99)

Dans ces équations linéaires les inconnues sont les vecteurs X et z. Une solu-
tion peut étre donnée si 1’'on impose

Z - )"(H =0 (100)

On montrera plus tard que cette formulation de la mécanique analytique des
systémes sous contraintes est équivalente a celle de D’ Alembert et de Gauss.

4.1.3 Détermination des forces de contrainte

Avec la condition la détermination de % et z via devient un
probléme connue en algebre linéaire (probleme de Bott & Dulffin) [11]]. Ici on
procede de la maniere suivante. Comme x| € V etz € V,, ot V, est engendré
par les lignes de A. Pour cette raison on peut écrire

(101)
ol A est un vecteur de dimension s dont les composantes sont a déterminer

A
a=| o+ | (102)
A,

On transforme maintenant dans la forme

X +% =M" (f+ AT
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et multiplie cette équation par la gauche avec P . Avec cette multiplication x|
est éliminé et on obtient

X, =P, -M 1. (f+AT. )

ou bien
A+-b:A+-A-M_1~(f+AT-)\).

Multiplication avec A et utilisation de (158) donne un systéme de s équations
linéaires pour les coefficients Ay, ..., A,

A M ' AT A=b—A -M"-f| (103)

Le vecteur des forces de contraintes est alors donné par
z=AT - (A-M ' AT b-A M f). (104)

et il suit de que I’équation du mouvement prend la forme

x=M/ -f+A"-(A-M"-A")""-b (105)

ou la matrice
M =M"-M" A" (A-M"-AT)"H-A- M (106)

est I'inverse généralisée de la matrice

M| =P -M-Py (107)

La matrice M et donc la projection de M dans le sous-espace V) et Mﬁ“ est

I'inverse par rapport a ce sous-espace (constrained generalized inverse [11, (15,
16]).

Exemple 4. Mouvement sur une sphere:

Comme illustration de la méthode décrite ce-dessus nous considérons une
particule de masse m qui se déplace sur une sphére de rayon R,

Ix||* = R? (108)

La double différentiation de par rapport a t donne

x % =—x" . x, (109)
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tel que A = x” etb = —x" -x. Icib = b est un scalaire. Avec M = m1 I’équation
(103) prend la forme x>\ = —mx" -x —x' - f. Utilisant la contrainte, on obtient
I’équation du mouvement

. x-x\ f xT . x
) () o

On reconnait que le premier terme sur la droite est I'accélération tangentielle
due a la force externe et le deuxiéme I’accélération normale qui compense
I’accélération centrifugale.

Exemple 5. Thermostat:

Une contrainte non-standard pour un systéme mécanique est un thermo-
stat qui oblige le systéme a évoluer a énergie cinétique constante,

1
5>'<T-M->'<= ;NkBT (111)
La différentiation par rapport a t méne a
x-M-x =0, (112)

tel que A = X - M etb = b = 0. L'équation pour A devient {x” - M - X} \ =
—x"'-f. Utilisant la contrainte on obtient A = —x” - /(3NkpT) et I'’équation du
mouvement devient

'T.f
Y e O D : 11
* {SNk;BT}X (113)

Ici la deuxiéme terme sur la droite a la forme d’une “accélération de friction”,
sachant que le terme entre les crochets peut devenir négatit pour controler
I’énergie cinétique.

4.2 Relation avec les principes classiques

Afin de relier 'approche de dériver les équations du mouvement d'un
systeme dynamique par la méthode décrite dans la section avec le prin-
cipe de D’Alembert on considere une développement limité d’une trajectoire
a un instant ¢ donné,

ot

x(t +0t) = x(t) + 0t x(t) + —-%(t). (114)
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Toute variation de x(¢+dt) qui est compatible avec les contraintes imposées est
due a la variation de 1’accélération a I'instant ¢, car les positions et les vitesses
doivent étre considérée données comme conditions initiales,

ox(t) = (5)"(“(15) € VH(t). (115)

Par conséquent la variation a l'instant ¢ 4 J¢ est donnée par
2

Ox(t + o0t) = %5X|(i) (116)

et on voit que dx(t + 6t) € V. Le principe de D’Alembert doit étre lu
comme

z' (t) - 0x(t + 6t) = 0 (117)

et fixe la direction de z qui est un vecteur de 'espace V). Ceci peut étre exprimé
dans la forme (1071).

L'idée de Gauss était de formuler le principe de D’ Alembert par un principe
des moindres carrés. Si I'on considere la trajectoires sans contraintes on a le
développement

2
xO(t + 6t) = x(t) + 5t x(t) + %M‘lf(t), (118)
au lieu de (122), tel que
z(t) oc M- (x(t + 6t) — xO(t + dt)) . (119)

Comme la variation de x(°) (¢ + 6t) est nulle et peut écrire
Ox(t +0t) = & (x(t + 5t) — xO(t + 6t)) (120)

ce qui mene a une formulation possible du principe de Gauss,

% M2 {x(t + ot) — xO(t + 6t)} HQ = min. (121)

Comme le développement (122) peut également étre exprimé sous la forme
_ oty
x(t+ 0t) = x(t) + ot x(t) + 71\/[ A{f(t) +z(t)}, (122)
on retrouve effectivement le principe de Gauss sous la forme

%z Mz = % M2 (% =M £}|* = min[%]. (123)
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4.3 Modéles de croissance

Le traitement de contraintes dans les modeles de croissance doit tenir
compte de la condition de positivité des variables dynamiques. Ce probleme
a été abordé dans un article récent de Horvath et Kneller [18] dont 1’essentiel
sera présenté ici, en adaptant la notation au reste du cours.

4.3.1 Equations du mouvement et traitement de contraintes

On suppose que les équations du mouvement sans contraintes ont la forme
générale (62). Ici on utilisera la notation matricielle,

x =¥ (x)+ G(x) - p(x) (124)

ou G(x) est la matrice diagonale
G(x) = diag(z1,...,z,), (125)

et les vecteurs W et ¢ sont définis par ¥ = (Uy,..., ¥, ) et p = (¢1,...,9,)7,
respectivement.
On impose maintenant les conditions

© i=1,...,my (126)

1 Y

oi(x,t) =0

S AV x )i =0 (x 1),  i=1,....m, (127)

i

j=1

ou il est important que les contraintes pour les vitesses soient des fonctions
linéaires. Par différentiation des contraintes holonomes (126) on dérive un jeu
de contraintes global pour les vitesses,

(128)

Ici A est une matrice de dimensions m x n, ot m = mj, + m, < n, et b est un
vecteur de dimension m, dont les composantes sont données par

0of0c; sii=1,...mp j=1,..n
Aj = V40 T (129)
i—mp.j ifi=mp+1,....m, j=1,....n
—00; /0t sii=1,...,my,
by = (v)a/ SIZ Mt (130)
bi—mh lflzmh‘i‘l,...,m

On suppose que les contraintes sont indépendantes tel que la matrice A a
rang m.
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En analogie avec la mécanique on résout les équations (128) afin d’obtenir
ici les vitesses qui sont compatibles avec les contraintes imposées

X =X+ A'b (131)

Ceci est une décomposition orthogonale, x = x| + x,, out
x, =A'b (132)

et A% =0et AT est donnée par (158).
Afin de préserver la positivité des solutions , on écrit les équations du mou-
vement pour la dynamique sous contraintes dans la forme

x = ¥(x)+ G{o(x) + z(x)} (133)

ou z est un vecteur des taux de contrainte. Définissant le vecteur
h=A"b-T¥-G- ¢, (134)
les équations du mouvement peuvent étre écrites sous la forme compacte
G-z—x;=h (135)

qui représente un systeme d’équations linéaires pour les inconnues vecto-
rielles x| et z. Posant la condition

ZT : XH = 0, (136)
la solution de 1’équation (135) devient un probléeme de Bott et Duffin [11], qui
a une solution unique. Pour la solution on procede de la méme fagon que pour
les systemes mécaniques, posant

z=AT . AeV,. (137)

L'insertion de cette expression dans (135) et multiplication avec A par la
gauche méne a
(A-G-AT)- A=A h, (138)

car A - x| = 0.Sidet(A - G- AT) # 0, on obtient une solution unique pour X et
z devient

z=GT-h (139)

out G| est donnée par
Gt = AT(AGAT)'A (140)

Cette matrice est I'inverse généralisée de la projection

G, =P, G-P| (141)
o P, = A" . A (voir eq. (97)).
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4.3.2 Réactions autocatalytiques avec contraintes

Comme application on considere un réseau cyclique de réactions autocata-
lytiques

’ZEZ = khxixiﬂ, Tnt+1 = 1 ‘ (142)

Ici x; = N;/N ou N; est le nombre de molécule de spéciesi et N = > | N,.
Avec la notation introduite préalablement, nous avons ici ¢; = knciy1 et
U, = 0. Le taux de réaction est contrdlé par la constante cinétique, k;, > 0. Les
équations on été proposées par Eigen et Schuster comme modele pour
une évolution prébiotique [19].

La premiére contrainte que nous imposons fixe le nombre total de
molécules

zn: 2 =1 (143)
=1

ce qui devient par différentiation

Zn: ;=0 (144)
=1

La deuxiéme contrainte concerne fixe la production d’entropie et nécessite
une discussion préalable. Le changement de I’entropie d'un systeme peut étre
décomposé en une contribution due a la production d’entropie interne et une
contribution due aux échanges avec 'extérieur,

dS = dSint + dSext~ (145)

Si le systeme est proche de I'équilibre on peut utiliser les relations de la ther-
modynamique d’équilibre et la composante interne de 1’entropie intensive,
s = S/N, est donnée par

Tdsiw = — > pida}™. (146)

i=1

Ici p; est le potentiel chimique pour lequel un modéle possible est

i = 1 + kpTln ( fo" xl) (147)
=1

Comme modele pour la production d’entropie on propose une fonction qui
part d’une valeur s, et s’approche d’une manieére exponentielle de la valeur
Seq pour t — oo,

s(t) = 5o + (Seq — S0) (1 —exp|—t/7] ). (148)
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La constante 7 fixe le taux de production d’entropie. Avec ceci on trouve pour
un systéme fermé, ot ds = dsint

7% S = T =) oy (149)

i=1 s

Pour un systéme ouvert, l'entropie totale reste constante, ds = dsint + dSext = 0,
et on obtient a la place de (149) la contrainte

d
T =3 i =0 (150)

pour les vitesses de réaction.

Les contraintes introduites ci-dessus meéne a une matrice A abev des
éléments A;; = 0;1 + 10,2, ol 0;; est le symbole Kronecker. Les éléments de
b = (b1,bs)T sont by = 0, by = —T'(seq — S0) exp[—1 /7] /7 pour les contraintes
(143) and (149) et b; = 0, b, = 0 pour les contraintes and (I50). Avec ceci
on trouve pour les les éléments de la matrice G

iy — M (s + ) + Mo

Gl)ij = 151
( J_) )] MQ . M% ( )
avec les “moments” .
My=) uim (9=12). (152)
I=1
Avec ceci les composantes du vecteur des taux de contrainte sont
Zi = 77M< (m + noMa)pi — (mMi + 770./\/12)) (153)

ouny =knd oy Tiiz1, M = by — kn Y iy TiTiv1fli, € Crpr = €1

La figure {11 montre les résultats d"un calcul pour un choix particulier des
parametres. La courbe noir pointillée est le résultat avec la constance de la po-
pulation totale comme seule contrainte. Visiblement on a un comportement
similaire a celui du modele de Lotka-Volterra et ceci est aussi vrai sil’on ajoute
une une contrainte pour une production zéro de la production totale de 1'en-
tropie. La seule différence essentielle est un décalage différent des populations
dans le temps et des amplitudes légerement réduites. La situation change avec
une production positive d’entropie. Avec ceci on introduit visiblement une un
effet de dissipation qui mene a une valeur constante pour chaque population
pour t — oo. Plus de détails peuvent étre trouvés dans la référence [18].
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FIGURE 11 — Dynamique d’un hypercycle avec n = 5 pour différentes types
de contraintes : (a) population totale constante (ligne noire pointillée), (b) po-
pulation totale constante avec production d’entropie (ligne noire continue),
(c) population totale constante sans production globale d’entropie (ligne grise
continue). Les calculs ont té effectués pour 7, = 30a.t.u. (arbitrary time units),

une constante de réaction k;, = 3/a.t.u., et ,ul(o) =(0.140.050)kgT (I =1,...,5).
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A Appendix

A.1 Matrices inverses généralisées

Dans son article intitulé A Generalized Inverse for Matrices [12] Penrose
montre que pour chaque matrice complexe A de dimensions m x n existe une
matrice X de dimensions n x m, tel que

A-X-A=A, (154)
X -A-X=X, (155)
(A-X)'=A- X, (156)
(X -A)f=X-A. (157)

Ici le symbole “1” dénote la transposée et conjugée complexe d’une matrice.
La matrice X qui remplit les conditions (154)—(157) et dénotée par

AT =X. (158)
Si la matrice A peut étre décomposée en deux facteurs F et G
A=F-G, (159)

ouF est une matrice de dimensions m x r de rang r et G une matrice de di-
mensions r X n-matrix de rang r, A* a la forme

AT"=G-(G-GI) . (FT.F)'.F. (160)

Les matrices inverses généralisées permettent de construire la solution
d’équations linéaires sous- ou surdéterminées. Partant de

A-x=b (161)

on trouve par multiplication avec A - A" par la gauche que A - ATA - x =
A -x=A-A" . b.Par conséquent

b=A-A".b. (162)

est une condition nécessaire pour une l’existence d’une solution x. Si cette
condition est vérifiée la solution est donnée par

x=A"-b+(1-A"-A)y, (163)

ol y est un vecteur arbitraire de dimension n. L'équation (163) représente ef-
fectivement une décomposition orthogonale de la solution x,

X=X +X, (164)
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ol les deux composantes sont définies par

X = (1 —AT. A) 'y, (165)
x, =A"-b. (166)
Ici A - x| = 0 et x; estla solution de norme minimale qui est engendrée par

les lignes de la matrice A.
Si la relation n’est pas vérifiée, on peut chercher la solution pour la-
quelle le résidu
r=b— Ax (167)

est minimal. La quantification de la taille de r on peut utiliser sa norme eucli-
dienne. Dans ce cas on cherche le minimum de

| Ax —b |? (168)

par rapport a x. La solution est donnée par (163), et x; = A*b est la solution
de norme minimale.
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