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1 Electromagnétisme dans le vide

1.1 Les equations de Maxwell

La base de la description théorique du champ électromagnétique sont les
équations de Maxwell, qui prennent la forme suivante dans le vide :

VAE =-9B, V.-D =p, D =¢E

(1.1)
VAH =9D+], V-B =0, B =pu0H

ou o = %, et

o E estle champ électrique,

e D est champ de déplacement,

o o =8.8542 - 10712 £ est la permittivité du vide,
p est la densité de charges électriques,

B est le champ (induction) magnétique,
o 119 = 4m- 1077 ¥£ est la perméabilité du vide,

H est 1’exc1tat10n (champ) magnétique,

j estla densité de courant électrique.

Les expressions en parentheses sont les expressions anciennes. On note que
chaque champ est spécifié par sa source et sa circulation.
1.2 Champ de déplacement, conservation de charge

Partant des équations (1.1) on trouve que

V. (VAH) =0=V" (%]t) +J>

Comme V - D = pil suit que

dp
E +V- (1.2)

Ceci est une équation de continuité qui montre que charge totale du systeme est
conservée. Afin de montrer cela on integre (1.2)) sur un volume V. En applicant
le théoréme de Gauss on obtient

dtjffd%pXt Hfd?’ch j(x,t) = ﬁda j(x,1) .

_,_/ %,_/
Qv I

Ici Qv est la charge incluse dans le volume V' et I est le courant a travers la
surface V de V. Sil'on suppose que |j(x, t)| o< |x]| =) (¢ > 0) si |x| — oo, on

obtient
thot
pr 0| = | Qiot = cste. (1.3)

BD

si Qot = limy_, Qv est la charge totale du systeme. On remarque que %
joue le role d"une densité de courant.



1.3 Transport d’énergie, vecteur de Poynting

Une onde électromagnétique transporte de 1’énergie. Partant des équations
de Maxwell (1.1) on voit que

H- 9B = —-H-(VAE),
E-0D = E-(VAH)-j-E.

En utilisant que
H- (VAE)-E-(VAH)=V.-(EAH)
on trouve alors que

0

(%{ (E-D+H- B)}+V-(E/\H):—j-E.

En définissant la densité d’énergie

:%(E-D—I—H-B) (1.4)

et le vecteur de Poynting
(15)

on peut écrire

ow
—+V-S=—-j-E 1.6
ot " (16)
Ceci représente une équation de continuité pour I'énergie, similaire a celle

pour la charge (voir éq.[1.2)). En applicant le théoréme de Gauss on obtient

dtff d3xth jf AEA VA S(x,t) ﬁda S(x,t).

\—v—’
EV Ig

Ici Ey est 1’énergie contenue dans V et I est le courant d’énergie a travers la
surface &V du volume V. Si |S(x, t)| o x|~ %) (¢ > 0) si |x| — oo, on obtient

dE
i g — 17

ce qui représente la conservation de l'énergie totale, F;,;. On note que les
unités de w et S sont :

W = (18)
[S] = 37{12 (1.9)

Ici on utilise que [E] = V/m, [H] = A/m, [eg] = As/Vm, [u] = Vs/Am. On
rappelle que VAs = J.
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FIGURE 1 - Propagation de deux ondes le long de 1’axe = avec des directions
de propagation opposées.

1.4 Equations d’onde pour E et H

Dans la suite on considére une situation o1 j = 0 et p = 0. Les equations
de Maxwell deviennent donc

VAE =-0,B, V-D =0, D =¢E

(1.10)
VAH :8,5]:), V-B :0, B :,uoH

On en déduit que

V A (udH) = —V A (VAE) = AE - V (V- E)
—_—— ——
=0:B :p/e:O

Comme V A (0H) = 0,(V AH) et VAH = 0,D = ¢0;E il suit que E est la
solution de I’équation d’onde

1 0°E
c? Ot?

—AE=0 (1.11)

La constante c est la vitesse de la lumiere,

c= —2.9979 - 108 (1.12)
S

Ho€o

Une solution particuliére de 1’équation d’onde (1.11) est donnée par
Ei=ci1f(z —ct) + caf (z + ct), c1,2 = cste., (1.13)

ou E; sont les les composantes du champ électrique, E, et f est une fonction
quelconque (voir fig.[T). Eq. est la superposition de deux ondes avec des
directions de propagation opposées le long de I'axe z. De la meme fagon on
aurait pu construire des ondes qui se propagent le long de y ou z. Sila direction
de propagation est donnée par le vecteur d'unité n (|n| = 1), la solution pour
les composantes E; prend la forme

Ei=cfn-x—ct)+cof(n-x+ct). (1.14)



Une forme particuliére sont les ondes planes (w > 0) :

E = Epexp(ilk - x F wt])] ‘ (1.15)

Pour toute application physique, par exemple pour le calcul d’'une densité
d’énergie, on doit prendre la partie réelle. Par

2
k="n, |n=1 (1.16)
A
on définit le vecteur d’onde, ot \ est la longueur d’onde, et
2
w= % = 2w (1.17)

est la pulsation. Ici T et v sont la période et la fréquence de 1'onde plane, respecti-
vement.
Pour que l'onde plane (1.15) vérifie I'équation (1.11)) il est nécessaire que

19
Ceci est la relation de dispersion.

On peut également dériver une équation d’onde pour le champ H. Dans ce
cas on part de

V A(edE) =V A(VAH)=V (V. -H)-AH.
oD 0
't =

Comme V A (O:E) = 0:(V ANE) et VA E = —1p0:H on trouve que

1 9°H

Comme pour (1.15), des solutions particulieres de cette équation sont,

’H = Hpexp(ilk - x F wt])] ‘ (1.20)

Comme E et H vérifient les équations de Mawell, les ondes planes pour E
et H ne sont pas indépendantes. Si 1’on part de

E =Epexp(ik -x —wt])], et H=Hpexp(ik x— wt])],

on trouve avec V A E = — 100 H que

nAE=,/"H (1.21)
€0

Ceci montre que les vecteurs {n, E, H} forment un tripode de vecteurs ortho-
gonaux (voir la fig.2]) La constante

7z =" x 3770 (1.22)

€0
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FIGURE 2 - Tripode des vecteurs {n, E, H} pour une onde plane.

est l'impédance caractéristque du vide. On rappelle que 2 = V/A (Ohm) est I'unité
physique pour la résistance électrique.

En combinant et (1.5) on voit que le vecteur de Poynting pour une
onde électromagnétique dans le vide est co-linéaire avec la direction de propa-
gation n pour une one électromagnétique plane,

S x n, (1.23)

mais dans ce cas on ne peut pas définir 1'énergie totale, E,, de I'onde, car S
ne décroit pas o |x|>T.

1.5 Potentiels du champ électromagnétique statique

Dans le régime statique on a %—? = %—? = 0 et les équations prennent la

forme

VAE =0, V-D =p, D =¢E

(1.24)
VAH =j, V.-B =0, B =puH

Les équations pour E/D et H/B sont ici découplées.

1.5.1 Potentiel électrostatique

Comme V A E = 0, E peut étre écrit sous la forme

029



ol ¢(x) est le potentiel électrostatique (le signe dans (1.25) est une convention).
En utilisant que V - D = ¢V - E = p, on dérive I'équation de Poisson,

Ap = —é (1.26)

Ici A = V-V est'opérateur de Laplace. L'équation (I.26) peut étre résolue par
en utilisant le principe de superposition qui est une conséquence de la linéarité de
I'opérateur A. Considérons d’abord une charge ponctuelle, @, située a x = 0.
I1 est évident que le champ de déplacement correspondant doit posséder une
symétrie sphérique. En intégrant la relation V-D = p sur un volume sphérique
de rayon |x| on obtient

[[[ d*'p(x) =@ = jﬂaﬁ 'V - D(x @Sda D(x') = 4r|z|2D(|x]),
|4

et par conséquent

Q

47r]x|267"

Q

47760\X\26T’

Q

4reg|x|’

D(x) = E(x) =
ol e, = x/|x|. Le potentiel électrostatique d une charge ponctuelle doit vérifier
I’équation de Poisson homogene, sauf a x = 0, car p(x) = 0, sauf a x = 0. Ceci
est effectivement le cas, car

P(x) =

A~ =0, x#0. (1.27)

Une distribution de charges quelconque peut étre décomposée en éléments de
volume infinitésimaux et chaque de ces volumes peut étre traité comme une
source ponctuelle. Si le volume infinitésimal est situé a x’ et I'observateur a x,
le potentiel électrostatique a la position de 1’observateur est donné par

d*z’ p(x')
dp(x[x') = Ireolx — x|

La contribution de tous les volumes est obtenue par intégration des contribu-
tions 0¢(x|x) sur x’ # x,

Pp(x) 47T60 fff d’ /’)f x’\ (1.28)

Ce principe de superposition est une manifestation de la linéarité des équations
de Maxwell et des équations différentielles résultantes. On note que la solution
complete de (1.26) a la forme

P(x) = ¢p(x) + do(x) (1.29)

oll ¢p(x) est la solution de 1’équation homogene

030

Cette solution peut étre utilisée afin de vérifier des conditions de bornes d"un
probléme donné.




1.5.2 Potentiel vectoriel

Comme V - B = 0, le champ B peut étre écrit sous la forme

(1.31)

ol A(x) est le potentiel vectoriel. Ici on utilise que V - (V A A) = 0. En utilisant
le deuxieme jeux d’équations de (1.24), on dérive une équation pour A :

V(V-A)— AA = pj. (1.32)

Ici on a utilisé que VA(VAA) = V(V-A)—AA. L'équation peut encore
étre simplifiée. Comme V A (V f) = 0 pour une fonction f(x) quelconque, il
suit que
B=VANA=VAA+Vf).
—_——
A/

Si V - A # 0 on peut choisir un nouveau potentiel A’,
A=A+ V],

ot f remplit en particulier la condition Af = —V-A et V-A’ = 0. Ceci montre
qu’on peut toujours trouver un potentiel vectoriel dont la divergence est nulle,
tel que I’équation (1.32) prend la forme plus simple

039

En analogie avec (1.28) on trouve une solution particuliere de (1.33) par

- fffae o 129

et la solution compléte pour A est

A(x) = A,(x) + Ap(x) (1.35)

ol Ay(x) est la solution de I’équation homogene

130

1.6 Potentiels du champ électromagnétique dynamique
1.6.1 Potentiel scalaire et vectoriel

On part des équations de Maxwell générales (1.1). Comme dans le cas sta-
tique ona V - B = 0 et on pose encore une fois

(1.37)

Avec ceci on obtient par les EM. (1.1)

O WAA) =V AGA = -V AE— VA (E+0A) =0

9B =7



Comme V A V¢ = 0 pour une fonction scalaire quelconque on peut écrire en
analogie avec le cas statique

\E +OA = fw\ (1.38)

mais contrairement au cas statique, le champ électrique ne peut pas étre dérivé
a partir d’un potentiel scalaire, ¢, seul. On remarque que I’expression “poten-
tiel scalaire” remplace 'expression “potentiel électrostatique”.
1.6.2 Equations pour ¢ et A
Comme V - D = pet D = ¢E on trouve avec (1.38)
—eV - (V¢ + (9tA) =p

ce qu’on peut écrire dans la forme équivalente

Aqﬁ:—p—gV-A (1.39)
€0 t

Afin de trouver une équation différentielle pour A on part de I’équation
de Maxwell ;D = V A H — j. En utilisant D = ¢E, B = 1H, ainsi que les
relations (1.37)) et (1.38) on a d’abord

0 1
€O E = —e— (Vo +0,A) =V A <V A A) —j.
ot o

Ici on peut utiliser I'identité VA(VAA) = V(V-A)—AA. Comme eypp = 1/c2,
on trouve I'équation suivante pour le potentiel vectoriel

1 92A
c? Ot?

On remarque que les équations (1.39) et (1.40) sont couplées.

1
—AA:,LL(]j—V<V'A+2a¢> (1.40)
c? Ot

1.7 Jauges

Dans le cas des potentiels statiques on a déja vu que le potentiel vectoriel
n’est pas défini d’une maniére unique, dans la mesure que tout changement
A — A’ avec

A'=A+V/] (1.41)

ol f est une fonction scalaire quelconque donne le méme champ B, car
V AV f = 0. Cette propriété peut étre utilisée afin de découpler partielle-
ment ou totalement les équations différentielles et pour ¢ et A,
respectivement. Contrairement au cas statique, un changement de A entraine
a priori un changement du champ électrique via la relation (1.38). Afin d’éviter
un changement de cette quantité physique on doit aussi redéfinir le potentiel
scalaire. Comme

E = —V¢/ - 8tA’ = —V(Z)/ - Gt(A + Vf) = —V(qb' -+ 8tf) — 0:A

10



on voit que ¢’ doit étre définie par

¢'=¢—0f (1.42)

pour que E' = E = —V¢ — §;A. Les remplacements (1.41) et (1.42) doivent
étre concertés.

1.7.1 Jauge de Coulomb

Ici on choisit le potentiel A tel que

(1.43)

Insertion dans les équations (1.39) donne une équation de Poisson pour le po-
tentiel scalaire

Ap = —é (1.44)

ou p varie, bien entendu, aussi avec le temps, p = p(x, t). Avec la jauge de Cou-
lomb le potentiel scalaire vérifie alors la méme équation différentielle que dans
le cas statique — voir I’équation de Poission (1.26). L'expression “jauge de Cou-
lomb” vient du fait qu’on résout formellement un probleme électrostatique
pour déterminer ¢.

Concernant le potentiel vectoriel, 'insertion de (1.43)) dans (1.40) donne

1 %A ) 1 0¢

Ceci est une équation d’onde inhomogene, qui contient des termes de sources. On
note que les équations de ¢ et A sont découplés dans la mesure ou1 on peut
d’abord résoudre 1’'équation pour ¢, dont le résultat apparait comme source
de I’équation d’onde pour A.

Comme dans le cas statique, le choix meéne formellement & une
équation pour f dans la forme générale de lajauge, V-A' =V - A +
Af=0.

1.7.2 Jauge de Lorentz

Dans la jauge de Lorentz on demande que A vérifie

10¢

At S = 14
VA+ 5o =0 (1.46)

Avec cette condition 1’équation (1.39) prend la forme d'une équation d’onde
inhomogene, contenant la densité de charge comme terme de source,

1 0%¢
——r_ = = 1.47
c? Ot? Ad €0 (147)

11



et I'insertion dans (1.39) donne le méme type d’équation pour le potentiel vec-
toriel,

1 9’A
c? Ot?

Prenant la forme (1.41) de la jauge on a ici comme condition pour f

— AA = 4] (1.48)

10 o 1o (,_9f
V-A 028t_v(A+Vf)+628t ¢ ot
1 0¢ 1 0%f
:V”“Hm%‘me+A0:0

a fonction f vérifie également une équation d’onde inhomogeéene.
La fonct f I t t d’onde inh

1.8 Potentiels retardés

Afin de résoudre les équations d’onde inhomogenes et on
procéde d’une maniére similaire que pour la solution de 1’équation de Poisson
(voir section[I.5.1). On considére d’abord 1'équation d’onde inhomogene pour
une source ponctuelle. Dans le cas du potentiel scalaire, ¢, ce sera une charge
ponctuelle dont la valeur dépend du temps, @ = Q(t). Comme dans le cas sta-
tique, une source ponctuelle va générer un champ de symétrie sphérique. Si
I'on place la source a x = 0 le champ résultant doit vérifier 'équation d’onde
homogene, a I’exception du point x = 0. En coordonnées sphériques, le lapla-
cien a la forme

2 2 2
A:a 20 1{8 1 0 18}

a2 T ror T2\ 00° T tan0 00 sin?6 0
et la partie agissant sur les variables angulaires peut-étre supprimé dans

I’équation d’onde sil’on cherche une solution de symétrie sphérique. Si 6¢(r, t)
est le potentiel scalaire produit par une source ponctuelle, il doit vérifier

1 0%6¢ 92 290
2 o —{W—Frar}éqﬁ_o. (1.49)
On voit facilement que
so(rt) = LLET/O) (1.50)

r

ou f est une fonction quelconque, est une solution de I'équation d’onde (1.49).
On a d’abord

{ 0 +28} ftFr/c) _10°f(tFr/c)

or2 ' ror r r or?

D’autre part

OftFr/c)  _10f(tFr/c) N PftFrie) i@Qf(t:Fr/c)

or c ot or? 2 ot? ’

12



ce qui confirme que (1.50) est une solution de l'équation d’onde ho-
mogene (1.49). Afin de retrouver le cas statique, la fonction f(.) doit étre

spécifiée par f(.) = Q(.)/(4me),

5(r, ) = QZ;Z/ 23

Dans le cas ou1 'on considere une distribution de charges continue, p(x, t), et

(@ représente la charge contenu dans un élément de volume infinitésimal placé

ax'ona

' p(x' t F |x — x'|/c)
dmeglx — x|

Sp(x,t|x") = (1.51)

et on obtient une solution particuliére de I'équation d’onde inhomogene (1.47)
par intégration sur x’,

b t) = —— [[[ aar PO E X))

47eg |x — x|

A cause du principe de causalité, on doit éliminer la solution contenant ’argu-
ment temporel ¢ + |x — x'|/c) dans la densité de charges, car le changement de
I'amplitude de la source doit précéder le changement du champ ¢ résultant.
Une solution particuliere de 1’équation est donc donnée par

b(x, 1) = 160 fﬂ PPt~ [x —/|X’|/C) (152)

47 |x —x

et pour le potentiel vectorielle on a le résultat analogue

A(x,t) = %jﬂd%’j (et = Jx = x7}/c) (1.53)

x —x/|

On appelle et les potentiels retardés du champ électromagnétique. Il
faut bien noter que ces potentiels représentent des solutions particulieres des
équations et (1.48), respectivement, auxquels on peut toujours addition-
ner les solutions de équations homogenes respectives.

2 Introduction de milieux matériels

Concernant la théorie de 1’électromagnétisme en présence d’un matériau,
on peut toujours prendre une vue totalement “microscopique” et classique,
dans la mesure qu’on regarde une matériau comme un ensemble de noyaux
atomiques, représentés par des charges ponctuelles positives, qui sont en-
tourés par des électrons, représentés par des charges ponctuelles négatives,
qui tournent autour d’eux comme des “planetes” autour le soleil. Dans
un tel scénario, les équations de Maxwell décrivent tout phénomene
électromagnétique, car tout se déroule dans le vide. Cette description micro-
scopique est basée sur description classique de la matiére, ot les constituants
sont des masses ponctuelles dont la dynamique est décrite par les lois de

13



la mécanique classique. On sait bien qu'une telle description n’est pas va-
lable a I'échelle atomique, ou tout phénomene est décrit par les lois de la
mécanique quantique. L'électromagnétisme décrit par les équations de Max-
well est pourtant une théorie “pré-quantique”, et on est amené a définir des
constituants “classiques”, comme une molécules, qui suivent les lois de la
mécanique classique, mais qui ont des propriétés intrinseques, comme une po-
larisation ou une polarisabilité. Afin de pouvoir décrire 1'electromagnétisme
dans un matériau il convient donc d’adopter une vue “gros grain”, ou tous les
champs et leur sources sont moyennés sur des distances correspondantes au
dimensions moléculaires (quelques nm).

2.1 Champs et potentiels moyennés

Du point de vue mathématique une description “gros grain” peut étre ob-
tenue par convolution spatiale des quantités en question (champ, densité de
charges, etc.) avec une fonction de test, i(x). Si F est cette quantité, on écrit

(F)(x,t) = ﬂ P2'F(x — x', t)h(x") 2.1)

ol h(x) est une fonction normalisée

{[f 2z hix) =1 (2.2)

La gaussienne normalisée,

e () = 1)3exp <_; [’X‘SD o0 (2.3)

(V2mo o

ol o est de’ordre de quelques nm, est un choix possible pour une une fonction
de test. On remarque que lim,_,o h,(x) = 6(x) et que

at<F>(X7 t) =0 jfj de/ {F(X — X/, t)} h(x/) —
[[f @’ {oF(x - x".0)} hixc') = (OF) (x, ).

Pour les dérivées spatiales on a de la méme facon

8%‘ <F>(X7 t) = 8@- JIJ a3’ {F(X — X/, t)} h(x/) =
JfJ % {0 F e — X" 0)} hix') = (00, F) (x,1).

Comme les équations de Maxwell sont linéaires, on trouve alors que les
champs moyennés vérifient les équations de Maxwell, o1 p et j sont rem-
placées par (p) et (j), respectivement :

VA(E) = -0i(B), V- (D) iéﬂ% (D) = eo(E) (2.4)

VAH) =a(D)+(), V-(B)

14



Sil’on introduit le potentiel scalaire

() (x 47r60 [[[ d /(p) (x ,|i - !jz/'—X!/C) (2.5)

et le potentiel vectoriel

Alav) _ Mo Hj B W) (Xt |x —x|/c) 2.6)

\X—X’I

les champs moyennés (E) et (B) sont donnés par

(E) = —Vo®) — 9, A | et [(B) =V Al (2.7)

On note que ¢(*) # (¢) et A9 £ (A)!

2.2 Développement multipolaire de (p) et (j)
2.2.1 Densité de charges (p;,)

La densité de charges dans un matériau quelconque peut étre séparée
en une partie de charges ponctuelles libres, qui donne une conductivité
électrique, et une partie de charges “liées” aux molécules,

’p = Plib + Pmol ‘ (28)

On écrit

pin(x,t) = > qid(x — x(t))

i(lib)

Pmol(X,t) = Z pm (X, 1).

m(mol)

Pour chaque molécule la densité de charges est une somme des contributions
de chaque atome,
Z 3;0(x = Xjm(t)),

ou j compte les atomes dans la molécule.

Dans la suite on considere les densités de charges moléculaires qui donnent
les propriétés diélectriques a un matériau. On calcule d’abord (p,,) par convo-
lution avec une fonction de test, h(x),

jf dgxpmx x' t)h qu X — Xjm(t)).

Vu de loin la densité de charge moyennée de chaque molécule peut étre
développée autour du centre R,, de la molécule m (voir fig. B). Comme la
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molécule

observateur

X

FIGURE 3 — Sketch de la densité de charges pour une molécule. Ici R, est le
centre de la densité de charges et rj,, est la position du centre de 'atome j
dans la molécule m.

position de 'atome j dans la molécule m eut étre décomposée sous la forme
Xjm = R, + Tjm (29)

et comme
%X — Xjm| & |x — Ry, (2.10)

on développe h(x — [R;, +r;n]) autour de r;,,, = 0 en une série de Taylor. Ceci
donne

qu{ Zr]ma—ah (x — Ry (1))

j(m)

1 o 5 0
+3 g;rjmrjmaxaaxﬁh(x —R,(t) £...

Ici v et 3 indiquent les composantes cartésiennes de rj,;,. En utilisant que

Gm = Z qj charge moléculaire (“monopdle”) (2.11)
= Z 4G 5m composantes du moment dipolaire (2.12)
of — Z qu?mrfm composantes du moment quadrupolaire  (2.13)
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on peut alors écrire

(pm)(%,1) = gmh(x — mefh (x = Rpn(t))

+ - ZQm %aaxﬁ h(x—Rp() £... (214)

Une autre forme utilise les densités multipolaires

N (X, 1) = gmh(x — Ry (1)) densité monopolaire (2.15)
P (x,t) = por (t)h(x — R (t)) densité dipolaire (2.16)
Q% (x,t) = QP (t)h(x — Ron (1)) densité quadrupolaire (2.17)

Avec ces définitions le développement (2.14) devient

1 0?
oz - af
(pm) (X, 1) = N (x, 1) — E —73 2%5:83:6“8:1:59”‘ (x, 1) +...

(2.18)

A partir de (2.15) — (2.17) on définit les quantités macroscopiques

x,t) = Z nm(x,t)  densité monopolaire macroscopique (2.19)
x,t) = Z P (x,t)  densité dipolaire macroscopique (2.20)
Q% (x, ) Z 0% (x,t)  densité quadrupolaire macroscopique  (2.21)

On note que le vecteur P = Ple; + P?e; + P3e; est également appelé pola-
risation macroscopique. La sommation de (2.18) sur toutes les molécules donne
alors

1 9?
_— _Ppo Z af
{pmol) (%, 1) = n(x,t) — E 0$°‘P (x,1) —}—255 ﬁxaaxﬁg (x,t) £ ...

(2.22)

2.2.2 Densité de courant (j)

Similaire a la densité de charges on peut décomposer la densité de cou-
rant en une partie provenant des charges libres et une partie provanant de
charges liées aux “molécules”, qui sont éventuellement a remplacer par des
sous-ensembles atomiques “non-moléculaires”, en fonction du magnétisme

qui est considéré,
J = Jiib + Jmol (2.23)

17



Ici on écrit

Jin(t) = > qvid(x — xi(t))

i(lib)

jmol = Z jm(xa t)’

m(mol)

ol v; est la vitesse de la charge libre i. Pour chaque molécule on a

Jm(%,t) = > vi(1)3(x = xjm (1)),
j(m)

ol j compte les atomes dans la molécule et v; est la vitesse de I'atome j. Si j,,
est moyennée avec une fonction de test, h(x), on obtient

) (,1) = [[] d2im(x =%, Dh) = D7 475 (0)h(x = Xjm(1)).
j(m)

On peut maintenant procéder de la me fagon que pour la densité de charge
moléculaire, et faire un développement multipolaire de la fonction de test
h(x—xjm) = h(x— [Rp, +1;jp]) autour de rj,, = 0. La vitesse de chaque atome
est décomposée sous la forme v, = V,,, + wWj,,, oll Wy, est la vitesse relative
au centre R,,. La vitesse du centre R, est V,,,. Les détails du développement
multipolaire de (j,,) ne seront pas présentés ici (voir le livre de Jackson [1f]).
On ne donne que le résultat

) (5, 8) = T (5, 1) + 0P (5, 1) + V A M, (x,1) + ... (2.24)

Ici on utilise les définitions

Jm (X7 t) = vam(t)h(x - R (t)) (2.25)
Mon(%,1) = 3 50505 (6) A wim(£))h(x — Ron (1) (226)
j(m)

La sommation sur toutes les molécules donne

| Gimo) (%, 1) = J(x, 1) + P(x, 1) + V AM(x, 1) ... | (2.27)

On appelle
J(x,t) = Z Jn(x,1) densité de courant macroscopique (2.28)
M(x,t) = Z M, (x,1) aimentation macroscopique (2.29)
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2.3 Equations de Maxwell macroscopiques

On part des équations de Maxwell moyennées (2.4) dans lesquelles on ap-
proche les séries (2.22) et (2.27), respectivement, par

(p) =~ n—-V-P, (2.30)
G) ~ J+0P+VAM. (2.31)

Ici on suppose qu’il n'y a pas de charges libres, tel que (p) = (pmo1) et (j) =
(Jmol)- Si l'on définit le champ de déplacement effectif

Degt = e(E) + P (2.32)

et l'excitation magnétique effective

Hes = @ -M (2.33)
Ho

les équations de Maxwell moyennées prennent la forme
V A (E) = —0(B), V- Degt = 1. (2.34)
V ANHeg = 0tDegs + J, V. <B> =0. (2.35)
I convient de redéfinir la notation des champs
(E) = E Des — D n—p
(B) —+ B Hey — H J—=j

Avec ces définitions les équations de Maxwell dans un milieu diélectrique
prennent exactement la méme forme que dans le vide, sauf que la définition
de D et B changent :

VAE =-9B, V.-D =p, D =¢E+P

(2.36)
VAH :8tD+,], V-B :0, B :,uo(H—FM)

La “re-définition” de D et H correspond a des changements des potentiels du

champ électromagnétique. Avec (2.5) et (2.6) et les approximations (2.30) et
(2.31)) on trouve d’abord

sx.t) ~ — [[[ %' (xt =22 v (x, )
’ 4eg

pour le potentiel scalaire et

(2.37)

[x — x|

A(x,t) =~

i (xt = 22 L gp (x/, ) 4 v M (x, )

C C

J
w o

(2.38)
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pour le potentiel vectoriel. A partir de ¢ et A on dérive les champs locaux E et

B par les relations (voir eqs.(1.37), (1.38) et (2.7))

E = —Vé-—9A, (2.39)
B = VAA. (2.40)

La polarisation et ’aimantation du matériau ont donc un effet retardé com-
pliqué sur le champ électrique et le champ magnétique a un autre endroit, qui
vont donner lieu a des champs D et H au méme endroit via (2.32) et (2.33).

2.4 Susceptibilités statiques

La polarisation d"un matériau peut étre

1. le résultat d'une orientation de dipdles moléculaires fixes dans le
champ électrique local.

2. le résultat de dipodles induits par le champs électrique local.

Dans le premier cas, le module du moment dipolaire est fixe, mais son orien-
tation est une fonction du champ électrique dans lequel se trouve la molécule.
La molécule va s’orienter tel que I'énergie potentiel du dipole, W = —p,, - E,
est minimisé. Ceci est le cas si p,, est parallele au champ électrique. Dans le
deuxiéme cas le moment dipolaire est induit par le champ électrique. Un tel
milieu est polarisable. Quelque soit la situation microscopique, la polarisation
macroscopique doit étre considérée une fonction du champ électrique

P =P(E) (2.41)

De la méme fagon on écrit
M =M(B) (2.42)

ol 'aimantation microscopique concerne des sous-ensembles atomiques ap-
propriés pour le description du magnétisme microscopique. On rappelle que
E et B sont des champs microcopiques moyennés et D et H sont des champs
effectifs qui reflétent les propriétés du milieu par une réponse a E et B, res-
pectivement. C’est pour cette raison qu’on appelle E et B “champ” électrique
et magnétique, respectivement, tout court, pendant que les noms “champ de
déplacement” pour D et surtout “excitation magnétique” pour H indiquent
une réaction du matériau.

2.4.1 Milieu homogene et isotrope
Considérons maintenant la situation ot

— le milieux est homogene

— on a le méme champ électrique partout

— laréponse de P a E est instantanée — on néglige tout effet de retard dans
la construction de la polarisation
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Dans le régime linéaire — indiquant un effet perturbatif faible de la polarisation
sur le champ électrique local méme — on écrit

e

ou y est la susceptibilité diélectrique statigue. En analogie on définit la susceptibi-
lité magnétique statique par la relation

M= ] n

sachant que B et non H est la cause pour M. La définition (2.44) est historique
mais reste dans les livres. Afin de relier M et B on peut écrire

M= L Xm

= (2.45)

On note que dans le régime linéaire M oc B implique M oc H et vice versa.
En définissant la constante diélectrique e dans un milieu par

246
D =¢E]| (2.47)

De la méme fagon on définit la perméabilité y par

on peut ecrire

1= po(1+ xm)| (248)

2

Les équations de Maxwell dans un milieu diélectrique isotrope linéaire ont
donc la méme forme que dans le vide si ¢ et pp sont remplacées par € et p,
respectivement.

tel que

2.4.2 Milieux homogene et anisotrope

Souvent les cristaux ont une propriété intéressante dans la mesure ou ils
réprésentent des milieux homogenes, linéaires, mais anisotropes. Si on néglige
de nouveau tout effet de retardement, les constantes x et x,, deviennent des
tenseurs. On écrit

P=x E (2.50)

sy

pour I'aimantation. On appelle x le tenseur de la susceptibilité diélectrique et x,,
le tenseur de la susceptibilié magnétiqgue. On note que x et Xx,, sont representés
par des matrices symétriques. Si 1’on définit le tenseur diélectrique par

@5
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3 Champ életromagnétique a 'interface entre deux mi-

lieux diélectriques isotro pes

.1 Conditions de bornes

Nous considérons maintenant deux milieux homogenes et isotropes qui



j =0, les équations de Maxwell prennent la forme

VAE =-0,B, V-D =0, D =¢E

(3.1)
VAH :8tD, V-B :0, B :,U,ZH

ol ¢; et u; (i = 1,2) sont la permittivité et la perméabilité du milieux respectif.
Dans ces conditions, les champs E/D et H/B vérifient 1’équation d’onde

1 O°E

55z ~AE = 0. D=cE, (3.2)
1 9’H
S5m ~AH =0, B=uH, (3.3)

ou ¢; = 1/,/1;€; est la vitesse de lumiere dans le milieux i. Des solutions pos-
sibles sont les ondes planes,

E = Epexp(ik x—wt]),
H = Hpexp(ik -x — wt]).

n/\E:\/ﬁH
€

1 1
nAE=,/L"B=___B=cB.
€ 1 NI

Comme

il suit que

Comme ¢ = w/k on a donc

1 1
B=-nAE=-kAE.
c w

Ceci est valable dans les deux milieux 1 et 2. D’apreés la géométrie de la fig.
I'onde incidente se propage dans le milieux 1 — en gris clair. A 1'interface elle
se décompose en une partie réfractée, qui se propage dans le milieux 2 - en
gris foncé —, et en une partie reflétée, qui se propage dans le méme milieu que
I’'onde incidente.

3.1.2 Conditions limites pour w et k.

A chaque point sur la surface séparant les deux milieux, on impose la
continuité du champ électromagnétique, afin de garantir la conservation de
I'énergie. On écrit

E+E’'=E, B+B" =B/, (3.4)
oul E, B décrivent I’onde incidente, E’, B’ I'onde réfractée et E”, B” 1'onde
reflétée. Ceci implique d'une part

w=w =uw"’ (3.5)
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FIGURE 5 — Conditions de bornes pour E, D, B et H a I'interface entre deux
milieux différents (figure de réf. [1]). Dans le texte t = t.

et d’autre part
k-x, =k’ x,=k" x,, (3.6)

ol x, est un point quelconque sur la surface. Par conséquent
(k—-k')-xs = 0,

(k — k") xs 0,
(k' —k") x5 = 0,

ce qui montre que {k,k’, k”} sont dans un plan. Par conséquent, 1'éq.
peut étre écrite sous la forme (voir fig. [4)

ksina = k'sina’ = k" sina”,

ou k = k|, ¥ = |k'| et k" = |[k”|. Avec la relation k = w/¢, qui peut étre
appliquée de chaque coté de la surface, et la relation (3.5) on obtient
s'inoz _c . (3.7)
sino/ ¢
En introduisant I'indice de refraction par
c=2 (3.8)
n




la relation (3.7) peut étre écrite sous la forme (loi de Snellius)

sma_ ') (3.9)

sin of n

Pour le passage d"un rayon de lumiere de 'air dans un milieu comme un verre,
avec n > 1, on a donc une réfraction vers la normale de la surface.

3.1.3 Conditions limites pour les champs

Afin de dériver les conditions limites pour les amplitudes des différents
champs électromagnétiques, on considere d’abord un petit volume compre-
nant une partie d'une surface quelconque (pas nécessairement plane) (voir
fig.[5). Il suit des équations de Maxwell que

ff d3xV-D:@dan-D:fjfd3xp,
|4 oV 14

ol V' est un volume qui contient la surface séparant les milieux 1 et 2 et OV
est la surface qui délimite ce volume. Le vecteur d’unité n est la normale de
0V en un point précis et da = da n est un élément de surface différentiel en ce
point. Si le volume dégénere en un cylindre dont la hauteur tend vers zéro, on
obtient (voir fig.
gf;ﬁdan-D ~ (D, — D1) - nda. (3.10)
oV
Si I'interface entre les milieux 1 et 2 porte une densité de charges surfacique, o, on
obtient pour l'intégration du volume dégénéré

H &z p =~ oda (3.11)
%
et avec (3.10) on obtient donc a la relation
(D;-Dy)-n=o0| (3.12)
De la méme facon on dérive
(B~ B1) n=0] (3.13)

a partir de I'équation de Maxwell V - B = 0.

Considérons maintenant les équations de Maxwell impliquant le rotation-
nel. Pour le champ H on a par exemple V A H = j + 0;D. La forme intégrale
correspondante s’écrit

(fds-vaH=ax-H={fas-(j+aD)
S a8 S

ou S est la surface d'une boucle qui encercle les milieux 1 et 2 et 95 (95 = C
dans la fig. 5) et le contour qui limite cette surface. Si la surface dégénere tel
que les dimensions en direction du vecteur n tendent vers zéro, on obtient

ngx ‘H~ (Hy, — Hy) - teAl
oS
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ol Al est la dimension de la boucle 95 tangentielle a la surface 1-2 et le vec-
teur d’unité to est parallel a la boucle dégénérée et tangentiel a 'interface 1-2.
Introduisant une densité de courant surfacique, Kk, on trouve

{fds-(+aD)~ k- tsAl,
S

Ici tg est un vecteur d’unité qui est normal a la surface délimitée par la boucle
0S. Comme 0;D est supposé continu, il suit que la contribution de ce champ a
I'intégrale de surface est nulle et par conséquent

] (Hy—Hy) to. = k- ts\ (3.14)

Utilisant le méme raisonnement pour V A E = ;B méme a

[(By — Ey) - to =0 (3.15)

Les conditions (3.12), (3.13), (B.14) et (3.15) peuvent maintenant étre ap-
pliquées a la surface plane en fig. [d En absence de densités de charges et cou-
rants surfaciques, ceci donne d’abord

(D+D’"-D')-n = 0, (3.16)
(B+B”"-B)-n = 0, (3.17)
(E+E'—-E)-tc = 0, (3.18)
H+H'-H)-t¢ = 0, (3.19)

oun=e, tc=e, Utilisant B=c 'nAE=w'kAE,D=cEetB = uH,il
suit que

(e1]Eo + E{] — e2Ej) -n = 0, (3.20)
(kANEg+K'AEj—K AE() - n = 0, (3.21)
(Eo+EJ —E})-tc = 0, (3.22)

(kAEg+ X' AE() /i —K AE)/u2) -tc = 0. (3.23)

Avec les conditions de transversalité,

K -Ej =0, (3.24)
K’ E/l =0, (3.25)

on obtient donc 6 six équations linéaires pour les 6 composantes des vec-
teurs E{ et Ej. Les amplitudes des champs magnétiques correspondants sont
construits via By = w™ 'k A E (sans primes).
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4 Biréfringence

4.1 Relation de dispersion

Nous considérons maintenant un milieu diélectrique anisotrope, oti

D=¢-E, B =p0H| 4.1)

La relation D = € - E s’écrit explicitement

D, €xx €xy €xz E,
Dy | = €y € € || By |, 4.2)
D, €xz €yz €zz E,

ot la matrice € est toujours symétrique.
En absence de sources dans le milieu considéré, les équations de Maxwell
prennent la forme

VAE =-9,B, V-D =0, D =¢-E

(4.3)
VAH =9D, V.-B =0, B =uH

Avec ceci

VA(VAE)=V(V-E)-AE = -V A (§;B)
= —0(V AB) = —1pd(V AH) = —ppdie - E.

——
otD

Pour le champ électrique on prend une onde plane qui s’exprime en notation
matricielle par
E =Epexp(ik - x — wt]). (4.4)

Avec ceci on obtient
k(k-Eg) — |k|*Eq = —pow’e - Eq. (4.5)

On note que dans le milieu anisotrope considéré ici V- D = 0, mais V- E # 0
car E n’est pas colinéaire a D. Par conséquent

k-Eg#0, car V-E#0.

Avec
k= |kln=kn (4.6)

et la définition
€ = €€, 4.7)

on peut écrire
2

(1 —n- IIT) . E[) = €EQMO . E(). (48)

2
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11 convient ici d’introduire

w2\ ct
o= <60uokz> =2 4.9)
Avec ceci devient
€ Ey=a(l-—n-n") Eg (4.10)

Il faut bien préciser que ni Ey ni ¢, ou bien ¢, sont connus pour le moment,
mais il doivent étre choisis tel que (#.10) est vérifié.
Du point de vue mathématique

n2 NgNy NN
P=n-n’ = NNy nz NyN (4.11)

NgN, MNyN, ng

est une matrice de projection — ou bref un projecteur — sur 1’espace en direction
de k. On a en particulier P - a = (n” - a)n pour les composantes d’un vecteur
a quelconque, ainsi que

P’=P, P'=pP. (4.12)

Le projecteur sur I'espace L k est donné par
Q=1-P, (4.13)
ol 1 est la matrice d’unité. On a
Q°=Q, Q"=Q, P-Q=0, P+Q=1. (4.14)

Avec ces définitions I'éq. (4.10) peut étre écrite dans la forme compacte

e Ey=0aQ E| (4.15)

A cause de la présence du projecteur Q le probleme (4.15) peut étre considéré
comme un probléme de valeurs propres généralisé.

4.2 Solution pour une géométrie particuliere

Dans la suite on considére une géométrie particuliere, ol

k=ke,=k| 0 (4.16)
1

Dans cette géométrie les projecteurs P et Q ont la forme
0 100

P=(000], Q=010 |]. (4.17)
0 01 0 00
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En multipliant (4.15) par P de la gauche on obtient

P-e. Eg=aP- -Q-Ey=0,
~——

=0
explicitement
0 00 €rxxr C€rxzy Erzz EO,x
000 €ryz  €ryy €ryz || Eoy
0 01 €rzx €Erzy €Erzz EO,Z
0 0 0 Fo 0
—al 0 0 o || B, |=]o0
€rzx €rzy Erzz EO,z 0

La derniere équation est non-triviale,
GT,Z.TEO,.Z’ + 67’,7;y£?0,y + €r,zzEO,z =0,

et permet d’exprimer Ej , en fonction de Ej , et de Ey ,,

1
Ey,. = _7(67‘,sz0,$ + 67",zy-E0,y) (418)

b
€rzz

Ceci peut étre utilisé dans 1’eq. (4.15) qui prend la forme

€rxx Cray  Craz Eo,x 1 00 E()J
€ryxr CEryy Eryz . Eoyy = 01 0 . E07y
€rzx €rzy €rzz EO,Z (EO,ac7 EO,y) 0 00 EO,Z (EO,Iv Ey

ot Ey .(Eo ., Eo,y) est donné par (4.18). Explicitement on obtient les équations
suivantes

€rzz

er,x:cEO,x + €r,xyE‘O,y - c (er,z:cEO,:c + €r,zyE0,y) = aEO,ac
r,22z
Eryz

€ryzFox + €ryy Loy — (erzaboa + €rzyFoy) = aFoy
r2z
€r,zz

61",z:tE0,:z: + 67“,zyE‘0,y - (Er,z:cEO,:c + 6r‘,zyEJO,y) = 0.
r,2z
=0

Sous forme matricielle on a

€ — fnez e € — fneze
T,TT €r,2n CTFT ETTY €ras CT2Y Ey Eo.
. . = ’ =al o ' (4.19)
_ ™Yz _ ™Yz
Crye = g Crar Cryy T e Cray 0,y 0,y

el

T
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On obtient donc un probléme de valeurs propres dans 'espace perpendicu-
laire au vecteur k —ici dans le plan (z,y),

el - Ej = oEf (4.20)

Comme la matrice € est symétrique, ceci est vrai pour €, et pour €. Le
probleme donne donc deux valeurs propres o et ap et deux vecteurs
propres E&l et Eo{z associés qui sont mutuellement orthogonaux. On obtient
donc d’abord deux vitesses de lumiére

j=1.2 (4.21)

Cj =
V&

et pour une pulsation w donnée, deux vecteurs d’onde (notation matricielle)

k; = ‘@c%ez’ j=1,2 (4.22)

Dans la forme générale (4.4) pour le champ électrique on écrit

Ej;
E0:< O’L > i=1,2 (4.23)
EO,Z(EO,z‘)

Comme Ej a une composante z non-nulle, le le champ électrique n’est pas
transversal, i.e. non perpendiculaire a k. Pour un milieux isotrope, le tenseur
de permittivité a la forme € = €1, et montre que Ey . = 0. Dans ce cas
on retrouve donc le cas connu, ot1 le champ électrique est transversal (voir par
exemple les ondes électromagnétiques dans le vide).

Le champ magnétique est également donné par une onde plane,

B = Bpexp(ifk - x — wt]), (4.24)
Comme ;B = —V A E on obtient avec (4.4) et (4.24) —iwBy = —ik A Eg, ou
bien

1
By =~k AEg (4.25)
w

ot Eg est donné par (4.23). On note que By L k, ce qui reflete V- B = 0.
5 Un modele dynamique simple pour un milieu
diélectrique homogene et isotrope

51 Equation du mouvement pour les atomes

Partant de la définition de la polarisation macroscopique (2.20) on écrit

P(x,t) = 3 3 pym(H)h(x — Ry(2)) (5.1)

m j(m)
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Ici pjp, est la polarisabilité de I’atome j dans la molécule m. Si u;,, est I'écart
de la position de cet atome dans par rapport a sa position d’équilibre on pose

que
52)

Dans la suite on considere un matériau homogene et isotrope dont la polarisa-
tion induite peut étre décrite par un seul atome “représentatif”. Comme le
matériau est isotrope, on considere le déplacement de 'atome représentatif
dans une direction quelconque. On écrit par exemple

u = ueg,
P = Dpeéy,
= Fe,,

ol e, est le vecteur d"unité dans la direction “x” d"un systeme de coordonnées
cartésien. On suppose que le mouvement de 1’atome peut étre modélisé par un
oscillateur harmonique avec friction :

] Mii + i+ ku = qE(t) \ (5.3)

Ici M estla masse de I'atome qui se déplace sous l'influence de la force externe,

eE(t), une force de rappel, F}, = —ku (k > 0), et une force de friction Fr = —I'

(I' > 0). Ici k est la constante de force et I est la constante de friction. Avec les

définitions v = I'/M et wi = k/M 1'équation du mouvement (5.3) devient
qE(t)

5.2 Déplacement atomique

La solution du type d’équation différentielle est présentée dans tous
les textes standards sur les mathématiques pour les sciences physiques/de
I'ingénieur (par exemple le dans le cours “Techniques Mathématiques”), et
nous donnons ici la solution sous forme raccourcie. Sil’on suppose que E(t) =
0sit < 0, nous pouvons utiliser la transformation de Laplace qui est définie
par f(s) = Jo© dt exp(—st) f(t) (R{s} > 0) pour une fonction f(t) quelconque.
Application & donne

{s%a(s) — su(0) — u(0)} + y{si(s) — @(0)} + wli(s) = q%‘s) .
Sil’on pose u(0) et 4(0) = 0 on trouve que
(s) = ! E(s). (5.5)

q
M s%+ s+ wd
—_———

9(s)
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En utilisant le théoréme de convolution de la transformée de Laplace, la solu-
tion pour u(t) peut étre écrit sous la forme

u(t) = % /0 drg(t — 7)E(r) (5.6)

La forme du noyau g(t) est trouvée par transformation de Laplace inverse
de g(s) qui sort de 1’équation algébrique (5.5),

1
§(s) = 54— 5.7
g(s) s2 1 vs + wg (5.7)
Introduisant la fréquence (2 par
2
Q= 1jw- L1, (5.8)
4
les zéros du dénominateur de §(s) sont données par
s10 = —% +i0 (5.9)

et en utilisant la définition de la transformation de Laplace inverse on peut
écrire

g(t) = ! ggds( exp(st) = {lim exp(st) + lim exp(st)}

_%C s—s1)(s — s2) 581 §— 8y  s—s2 §— S§1

Ici C' est un contour qui contient les poles sy 2, et on utilise le théoréme de
résidus. Avec (5.9) et (5.8) et g(t) = 0 pour ¢ < 0 on trouve alors

2 Q

g9(t) = O(t) exp <—7t> sin 2 (5.10)

On utilise la notation ©(¢) pour la fonction de Heaviside qui a la propriété
O() =1sit > 0,etO(t) = 0sit < 0. La fréquence 2 devient imaginaire si
/2 > wy. Dans ce cas l'oscillateur est “sur-amorti” et g(¢) devient (voir fig. [6)

B 7t sinh [Q[t
g(t) = O(t) exp ( 5 ) ERTOT (5.11)
5.3 Susceptibilité dynamique et statique

En utilisant la relation p, = qu, qui définit la polarisation atomique, on
trouve avec la relation (5.6) pour la relation entre le déplacement w(t)

pa(t) = /O dr ¢\ (t — 7)E(7) (5.12)
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FIGURE 6 — La fonction de transfert g(¢) de I'équation différentielle (5.4). Les
parametres sont wg = 1 ety = 0.5,2, 3.

ott ¢(%) (t) est la susceptibilité atomique dynamique

3@ (t) = Lg(t) (5.13)

Ici on a utilisé que le systeme est homogene et isotrope. On regarde maintenant
la situation ot1 le champ électrique a la forme

E(t) = O()Eq, (5.14)

ou Eg est un vecteur cpnstant. On “allume” donc un champ électrique constant
at = 0. Utilisant que la transformé de Laplace de la fonction échelon ©(¢) est
donnée par ©(s) = 1/s, la polarisation atomique p,(t) peut étre écrite sous la
forme

A(a) 2R g
éﬁds exp(st)¢ 8(8) = qMO g}ds exp(st)g(ss).

2

Pa(t)

En utilisant que
1

(s —s1)(s—s2)’

9(s) =
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ol s12 = —y/2 £ i), on trouve pour la polarisation atomique

pa(t) = O(1) ?\?jg [1 — exp (—’Y;> {cos Ot + % si (Qt)}] (5.15)

On voit que

| Pa(0) = xaEo | (5.16)

ol x, est la susceptibilité atomique statique du modele,

q2

= 2
Mwyg

Xa

Le dernier point peut étre généralisée pour un modeéle dynamique quel-
conque. En général on aura

pa(t) = 701, ngs exp(st) = Eo$@(0) 4 termes décroissants avec ¢.
c

Si g(0) # 0,1l y a toujours un terme statique qui reste présent dans la limite
t — oo, et on peut écrire

| Pa(o0) = xaF | (5.17)

ot la susceptibilité atomique statique x, est donnée par

Yo = $@(0) = /0 a6 () (5.18)

On note que ¢, (0) = [;° dt ¢\I(t).

Dans la section on a introduit les susceptibilités statiques au niveau
macroscopique. Comme on décrit un matériau homogene, la relation peut
étre écrite sous la forme

N
P(t) = Tpalt (5.19)
qui montre bien que le vecteur P(¢) représente une densité dipolaire. Avec ceci

on écrit

P(l) /0 dr ot — )E(7) | (5.20)

ou ¢(.) est la susceptibilité dynamique,

6(0) = Toul0) | .21

La susceptibilité statique, qui a été introduite en Section [2.4] est obtenue d’une
maniere analogue

N
= —Xa 5.22
X=X (5.22)
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FIGURE 7 - La polarisation atomique pour un oscillateur harmonique amorti.
Les conditions initiales sont u(0) = %(0) = 0 et les parametres sont ¢Ey /M =1,
wp =1, ety = 0.5,2,3. Les valeurs pour wy et v sont les mémes que dans la fig.
6l Ici |p4(t)| est normalisé tel que |py(o0)| = 1.
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