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Chapitre 1

Limites de la physique classique

Le développement de physique quantique du début du 20eme siecle était
marquée par différentes observations qui s’obstinaient a une explication par
les moyens de la physique classique et qui faisaient de nouveau apparaitre la
dualité onde-corpuscule bien connue des phénomeénes optiques [1, 2].

1. Corps noir

En 1859 Gustav Kirchhoff commenca ses travaux sur le rayonnement ther-
mique d’un “corps noir” qui absorbe tout rayonnement électromagnétique
et qui est en équilibre thermodynamique avec l'environnement. Un corps
noir peut étre réalisé par une cavité avec des parois métalliques parfaitement
reflétantes dont une est perforée par un petit trou. La probabilité qu'une parti-
cule de lumiere — un “photon” — qui entre dans cette cavité puisse s’échapper
par le méme trou est presque nulle. Kirchhoff trouva que I'énergie v du rayon-
nement émise par m? et seconde pour une fréquence v et une température T
donnée est proportionnelle a la densité d’énergie w du corps noir a la méme
fréquence et a la méme température, u(v,T') oc w(v, T). Ici T est la température
absolue en Kelvin. Ceci permettait donc de mesurer indirectement la distri-
bution spectrale de la densité d’énergie a l'intérieur du corps noir. En 1900
Max Planck trouva un explication pour cette distribution, en supposant que
le champ électromagnétique stationnaire a l'intérieur de la cavité supposé cu-
bique est décrit par des ondes électromagnétiques stationnaires remplissant la
condition E = 0 aux parois a cause des parois reﬂétantes et que chaque onde
stationnaire porte une énergie hv, olt v = ¢/ est la fréquence de 'onde et A
sa longueur d’onde. Dans une cavité cubique avec des parois métalliques uni-
quement des ondes avec A = L/(2n), n = 1,2,3,... peuvent exister, ott L est
la dimension de la cavité cubique. Le champ électromagnétique a l'intérieur
de la cavité est donc décrit par un ensemble d"“oscillateurs”, ott chacun est
caractérisé par une fréquence v,, = 2nc/L. Prenant en compte les trois dimen-
sions de la cavité cubique, ainsi la pondération thermique par un facteur de
Boltzmann, exp(—E/(kgT)), ot E = 2h/L(k + | + m) est I'énergie pour un

1. E estle champ électrique.
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triple {k,[, m} le nombres entiers, la densité d’énergie devient
2hv? 1

& exp(hv/kgT)—1
Ici h est la constante de Planck (h = 6.62607 1073*]Js), c est la vitesse de la

lumiére (¢ = 2.9979210%m/s) et kg est la constante de Boltzmann (kg =
1.38065 1072* J/K). Dans la limite v — 0 on retrouve la loi de Rayleigh

u(y,T) =

(L1)

2 2
u(v,T) ~ C—VQkBT (L2)

qui a été également proposée en 1900. On voit bien que la limite v — 0 corres-

pond a la limite classique hv < kg1 ou les “effets quantiques” peuvent étre

négligés. Dans la limite opposée, v — o0, la loi de Planck redonne la loi de

Wien,

2h13
c2

u(y,T) ~ exp(—hv/kgT) (L3)

qui garantit la convergence de l'intégrale U(T) = [~ dvu(v,T) de I'énergie
totale. Utilisant w(v, T') = cu(v,T')/4 on trouve pour I'énergie totale du rayon-
nement d’un corps noir émise par m? et seconde (loi de Stefan-Boltzmann),

W(T) = aT?,
oll a = 5.6704W /m2K*.

2. Effet photo-électrique

Un autre phénomene qui montre la réalité des photons comme particules
de lumiere portant une énergie hv est I'effet photoélectrique ot1 I'on considére
I'énergie d’électrons qui sont éjectés d"une surface métallique par illumination
avec une lumiére de fréquence v. Ce fut Albert Einstein qui proposa en 1905
de relier I'énergie des électrons éjectés avec la fréquence de la lumiere utilisée
par la formule

Ef:hl/—EA, (14)
ou Ey est1’énergie de 1’électron éjectés, h la constante de Planck et /4 1'énergie
nécessaire pour extraire 1’électron du métal.

3. Spectroscopie atomique

Les spectres d’absorption de 'atome d’hydrogene de la lumiere visible
montrent des bandes d’absorption (“raies”) caractéristiques dont les longueurs
d’ondes sont données par
1 1
T Ry l/m?—1/n?
ol Ry est la constante de Rydberg (Ry = 109677.576 cm™'). On distingue ici
la série de Lyman (m = 1), la série de Balmer (m = 2), la série de Paschen
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(m = 3),et encore d’autres séries. En utilisant la relation £ = hv = hw = he/\
pour l'énergie de la lumiere (“photon”) absorbée, la relation (I.5) peut s’écrire
sous la forme alternative

Wmn = (Em - En)/h7 (16)

ou E, = Ryc/n® sont interprétés comme niveaux d’énergie discrets du seul
électron dans 1’hydrogene qui absorbe la lumiére en certains quanta. Ici i =
h/(2m).

Dans un modele classique, ot 1’électron circule autour du noyau d’hy-
drogene comme une planete autour du soleil, I'énergie de 1’électron pour-
rait prendre n'importe quelle valeur, en contradiction avec 'observation. De
plus, I'atome ne serait pas stable, car un électron sur une trajectoire ellip-
tique est une charge accélérée en permanence et donc un émetteur de rayon-
nement électromagnétique. A cause de cette cette perte d’énergie 1'électron
tomberait rapidement dans le noyau. Ce fut Werner Heisenberg qui proposa
un changement radical de la description de la physique au niveau atomique,
en remplacant la fonction de Hamilton de la mécanique classique, ainsi que
les coordonnées et les quantités du mouvement, par des matrices dont les
valeurs propres sont les observables et non ces objets eux-mémes [3]. Ces
matrices doivent satisfaire certaines regles algébriques qui sont inspirées par
'algebre des crochets de Poisson des variables dynamiques correspondantes
en mécanique classique (Matrizenmechanik).

Une autre explication théorique pour les observations provenant de la
spectroscopie atomique a été proposée par Erwin Schrédinger. Dans son ap-
proche l'électron dans un atome d’hydrogene est représentée par une fonc-
tion d’onde, “¢(7,t)”, qui n'est observable elle-méme et qui satisfait une
équation d’onde —1’équation de Schrodinger. En général ¢ (r,¢) est complexe
et [¢(r, t)|*d*r donne la probabilité de trouver l'électron a un instant ¢ dans un
élément de volume d*r autour de la position r. Les différents niveaux d’énergie
sont définies par les états stationnaires de 1'équation de Schrodinger, d'une
maniére similaire aux énergies du champ électromagnétique dans un cube aux
parois reflétantes (corps noir). L'idée d’associer une onde a toute particule,
comme ’électron, et d’étendre ainsi le dualisme corpuscule-onde de la lumiére
aux constituants de la matiere, a été déja introduite par Louis de Broglie et
c’était Schrodinger qui a formulé 1'équation d’onde associée. L'équivalence
des théories de Heisenberg et de Schrodinger a été démontrée par John von
Neumann [4] et P.A.M. Dirac [5].

4. Expérience de Stern et Gerlach

En 1922 Otto Stern et Walther Gerlach congurent une expérience avec
laquelle ils on put montrer que le spin d’une particule — son moment
cinétique intrinséque — ne prend que des valeurs discrétes par rapport a
une direction quelconque qui est définie par un champ magnétique donné.
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Dans l'expérience de 1922 Stern et
Gerlach utiliserent des atomes d’ar- Atomes dargent
gent, possédant un spin total 1/2 en
unité de h. En envoyant ces parti-
cules sur une trajectoire linéaire a
travers un champ magnétique inho-

Observation /
mogene et perpendiculaire a la trajec-

toire (voir Fig. [LT), Stern et Gerlach Champ meghétiqrs homesbne

Prédiction classique

observeérent une bifurcation du fais- FIGURE I.1. Expérience
ceau en deux Composantes, corres- de Stern et Gerlach.

pondant aux énergies d’interaction

—ji - B = TyhB/2, o1 7 est le rapport

gyromagnétique des atomes d’argent, i.e. [i = 5, ot §'est leur spin. Ici le signe
“_” correspond a l'orientation parallele du spin par rapport au champ B et
le signe “+” a l'orientation anti-parallele. Dans le cas d’un spin 1/2 ce sont
bien les seules orientations possibles. Le nombre d’orientations d"un spin clas-
sique par rapport a une direction donnée n’étant pas limité, Stern et Gerlach
auraient du observer un continuum de déviations du faisceau initial pour le
cas de spins classiques. Leur expérience montre donc bien que le spin est une
variable quantique.

5. Interférence de photons

Un dernier exemple concernant
les limites de la physique classique
est une modification de l'expérience
de Young (1802) d’interférence de
lumiere monochromatique passant
par une fente double. L'expérience
originale (voir Fig. met un |
évidence la nature ondulatoire de <
la la lumiere. Aujourd’hui on peut
répéter cette expérience en utili-
sant des compteurs de photons pour .
I'affichage du cliché d’interférence. FIGURE I1.2. La fente
Dans une un tel montage on peut double de Young.
également réduire le flux de photons
d’une maniere drastique, en sorte que deux photons ne puissent pas passer
les fentes en méme temps. Etonnement on observe toujours un cliché d’in-
terférence si on compte assez longtemps. La méme expérience peut étre faite
avec d’autre particules — comme des électrons — et elle illustre une autre fois la
dualité corpuscule-onde. On voit aussi le probleme de se faire une image claire
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du fait qu'un objet puisse se comporter en méme temps comme une particule
et comme une onde.






Chapitre 2

Le spin — exemple pour un systéme quantique

Un des systemes les plus simples qui montrent des effets quantiques est
une particule dont le seul degré de liberté considéré est son moment cinétique
interne — son “spin”. L'expérience de Stern et Gerlach de 1922, qui a été ef-
fectuée avant la formulation complete de la mécanique quantique, a montré
qu’un spin d’amplitude //2 ne prend que deux orientations par rapport a un
champ magnétique donné — parallele ou antiparallele. Son énergie dans un
champ magnétique est donc “quantisée”.

1. Matrices de Pauli

Les trois composantes {s,, s, 5.} d'un spin d’amplitude //2 (“spin 1/2”)
par rapport a une base euclidienne {é€,, €, €.} sont représentées par des ma-

trices

h h h
S, = 50',,3, Sy = §ay, S, = 50'2, (IL.1)

ou o; (i = x,y, z) sont les matrices de Pauliﬂ

a’x:<(1)é), O'y:((;_é), a'Z:<(1)_(1)). (IL.2)

Elles vérifient une algebre spécifique dont la signification deviendra plus claire
plus tard. On a
o} =1, i=umy,z (IL3)

et pour les produit croisés
oc,0,=—0,0, =10, (cycl) (IL.4)

ou “cycl.” indique les permutations cycliques de z,y,z, qui sont {z,y, 2},
{z,2,y},{y, z,2}. Le symbole 1 dénote la matrice d'unité.

Les composantes s; du spin vérifient I'algebre d’'un moment cinétique en
mécanique quantique,

8z, 8y] = ihs,, (cycl.) (II.5)

et on trouve que

3
s + 512/ + s = ZFLQl (IL.6)

1. Wolfgang Pauli (1900-1958), physicien allemand, était un des fondateurs de la
mécanique quantique.
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2. Hamiltonien et spineurs

Pour un spin classique, 'énergie dans un champ magnétique est donnée
par l'expression bien connue,

ot B est le champ magnétique et /i le moment magnétique. Le dernier est
proportionnel au spin de la particule considérée, ji = 5, ou v est le rapport
gyromagnétique. On imagine que le spin provoque un courant circulaire et
ainsi une excitation magnétique. Si 77 est le vecteur d’unité en direction de B et
{n4,ny,n.} sont ses composantes (n? + n; + n? = 1), la matrice correspondant
a ’hamiltonien prend alors la forme

H=-_> o.B (IL.8)

ol oy = 0,,0, = 0,03 = 0,. Avec la représentation concrete (II.2) des ma-
trices de Pauli on obtient

_ Bh n, Nz — Ny
H= -T2 (nx Vi ) (IL9)

Le lien entre la représentation matricielle d’une variable physique et les
valeurs mesurables de cette observable est établie par les valeurs propres de
la matrice correspondante, qui sont des scalaires. L’énergie, comme toute va-
riable physique, est réelle, et par conséquent les valeurs propres de H doivent
étre réelles. Ceci est garantie si H est hermitienne, H' = H, et on vérifie que I'ex-
pression vérifie cette condition. La dimension de H indique qu’il y a deux
valeurs propres qui correspondent aux deux énergies possibles. Considérons
maintenant les valeurs propres et les vecteurs propres concretes de H qui sont
définis par la relation

H.-x=X\x. (I.10)
Utilisant la normalisation de 77 on obtient pour les valeurs propres
B
Ay = ;%Z (IL11)

ce qui correspond aux deux orientations possibles du spin par rapport au
champ magnétique — parallele ou anti-paralléle. On remarque que Ai ne
dépendent pas de I'orientation de B — les projections possibles de §'sur B sont
toujours £1/2, quelque soit I'orientation de B.

On doit encore trouver une interprétation des vecteurs propres de H -
les “spineurs”. Comme leurs composantes sont en général complexes, elles
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ne peuvent pas représenter des observables physiques. Considérons pour le
moment un champ magnétique en direction de €, tel que

Bh
H= -7 < (1) _01 > . (IL12)

Ici la solution du probleme (I1.10) mene a

x+=((1)), x=($). (IL.13)

L’état représenté par x, correspond a un spin polarisé en direction de €, et
X_ a un spin polarisé en direction de —¢,. Un spineur général peut étre écrit
comme superposition de x , et x_

X =ayXy to-x_ = ( g* ) , (IL.14)

ol a; et a_ vérfient la condition de normalisation
loag|? + |a_|]? = 1. (I1.15)
Icipy = |ay|* et p_ = |a_|? sont interprétées comme probabilités de trouver, res-

pectivement, une polarisation parallele et antiparallele au champ magnétique.

3. Valeurs moyennes

Comme les spineurs sont normalisés, il suit de la forme générale (I1.10) du
probleme des valeurs propres que

A = xhLHy.. (I1.16)
Calculons maintenant une telle form quadratique pour spineur général de la
forme . Avec XLXJr = xix_ =let XLX— = XT_X+ = 0 on trouve
xHx = (o x, +o-x ) H(azx, +a_x_)
= o P xs +otacdoxhxe + ot acdixd x oo PAoxt x
— Jay Ay + la_2A

Comme p, = |ay|? et p_ = |a_|* sont les probabilités pour les états de polari-
sation parallele et ani-parallele de €, on voit que

(H) = x'Hyx (I1.17)

est la valeur moyenne de 1'énergie pour un état représenté par le spineur Y.
D’autres valeurs moyennes sont calculées de la méme facon. Pour une obser-
vable A quelconque, qui est représentée par une matrice hermitienne A, on
écrit

(A) = xTAx (I1.18)
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Un exemple est A = s, , , si l'on s’intéresse aux valeurs moyennes du spin en
direction de l'axe z, y, 2, respectivement.

4. Rotation de spineurs et de vecteurs

On cherche maintenant a trouver les états de polarisation x, dans le cas ou

le champ magnétique B ne pointe pas en direction de €.. Afin de construire la
matrice unitaire correspondante qui va transformer les spineurs x_ en fonc-

tion de la direction de B on note d’abord que les nouveaux spineurs doivent

préserver la condition de normalisation, )215& = 1. Cette condition peut étre
remplie en posant

x+ = Uxy, (I1.19)
ou U est une matrice unitaire, i.e.

U'U=UU"=1. (I1.20)

La forme la plus générale pour une telle matrice est

a —b*
U= ( b o ) . (I1.21)
Les parametres a = a; + ia, et b = by + iby (a;,b; € R, i = 1,2), sont normalisés
tel que |a|*> + |b]> = 1 = det(U). Toute matrice unitaire peut étre exprimée
par une combinaison linéaire des matrices de Pauli et de la matrice d"unité
correspondante,

U(a,b) = a11 +ibyo, — ibyoy + ias0,. (I1.22)

Posons maintenant a; = cos¢/2, a; = (sing/2)n,, by = —(sing/2)n,, by =
(sin¢/2)n,, ot ¢ € R et n,,n,,n, sont les composantes réelles d'un vecteur
d’unité un trois dimensions qui vérifient n? + n2 + n? = 1. De cette maniere la
forme générale d"une matrice unitaire prend la forme,

U(n, ¢) = cos(¢/2)1 + isin(¢/2) Y nyoy (I1.23)

k=1

et on montre que (voir Annexe

U(n, ¢) = exp <¢(¢/2) > nkak> (I1.24)

Soit maintenant

3
a=> a0y (I1.25)
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ol ay, as, az sont les coordonnées d"un vecteur @ quelconque par rapport a la
base €1, €3, €5. On rappelle que les indices 1, 2, 3 correspondent aux axes z, v, 2,
respectivement. Si a subit une transformation de similitude de la forme

3
& =Ul(n,¢)aU(n,¢) = Y a0 (I1.26)
k=1

les nouvelles coordonnées, a; = (dy, s, d3)", sont données par

a=D(n,¢)a (I1.27)

ot D(n, ¢) est une matrice orthogonale, DD = DD* = 1, qui exprime une ro-
tation par ¢ autour de I'axe 77 dans 'espace tri-dimensionnel (voir Annexe[2.3),

D(n, ¢) = P + cos ¢P | + sin oN (I1.28)

Ici P = nn” est le projecteur sur 'axe 7i, P, = 1 — P le projecteur sur le plan
perpendiculaire a 77, et p est la matrice antisymétrique

0 —n, mny
N=| n, 0 —n.|. (I1.29)
Ny Ny 0
La relation (I1.27) s’écrit alors
a=acos¢g+ (1 —cosg)(n’a)n+singnAa. (I1.30)

5. Forme générale des spineurs

Considérons maintenant le probleme de valeurs propres (II.10). Supposons
que x est un vecteur propre de H et que ) est la valeur propre associée. On
aura alors aussi

UHUU'y = AU'x
car U'U = UU' = 1. Ceci montre que x = UTX est un vecteur propre de la
matrice H = UTHU et que A = )\ est la valeur propre correspondante. Ici H a
la forme

2
k=1
ot les coordonnées du champ magnétique sont données par
B = D(n, ¢)B.

Comme Uf(n, ¢) = U(n, —¢), on a donc les correspondances

B — D(n, ¢)B, (IL31)
x — U(n, —¢)x (I1.32)
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Utilisons cette correspondance afin de calculer les spineurs pour la polari-
sation parallele et anti-parallele a un champ magnétique en direction des vec-
teurs ¢, et €, partant des vecteurs de polarisation x, = x%. Comme H oy,

si B o € cette procédure doit donner les vecteurs propres de o, et de o,

respectivement. Si B= Be,etB = Be,ona

B = D(e, r/2)B,

0 01
D(e,, 7/2) = 0 10
~1.0 0

La matrice de rotation associée dans 'espace des spineurs est

1 1
VZV2
U(eyv —7T/2) = ( 1 1 > )
V2 V2
et par conséquent
L
x z \/5
xi=Ule, —7/2)xi = ( 1 > ’
V2
L
@ z V2
x- =Uley, —7m/2)x" = ( ) ) :
-

Sil’on considére B = Be,, gardant toujours B = Be., on part de

B = D(e,, —7/2)B,

1 0 0

D(e,,—7/2) = 0 0 1

0 -1 0
La matrice de transformation des spineurs est ici
A i

Ule,. 7/2) = ( R > ,
vz V2

et les spineurs x% sont

X' =Ule,, 7/2)x7

I
N ~—

S s

S -

(I1.33)

(I.34)

(I1.35)

(I1.36)

(1.37)

(I1.38)

(I1.39)

(11.40)

(IL41)

(11.42)
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On vérifie que x% et x% sont, respectivement, les vecteurs propres de o, et o,
qui sont définis a un facteur de phase pres.

6. Bases

Les exemples de la section précédente montrent que le degré de polari-
sation affiché par un spineur dépend de la base par rapport a la quelle cette
polarisation est mesurée. Pour les spineurs x% on a selon (I1.36) et (11.37)

X 1 z 1 z
X+ = EXJ” + EX*’ (I1.43)
xr 1 z 1 z
XL = —EXJr + EXH (I1.44)
sachant que x7 = (1,0)" et x> = (0,1)". Les expressions ([1.43) et (I.44)
montrent que |ay|* = |a_|* = 1/2 pour les spineurs x% et x*, et les états

polarisés en direction de £¢, apparaissent donc non-polarisés en direction de
+e.. Les équations (11.43) et (I1.44) définissent la relation entre deux bases de
spineurs qui correspondent a des directions de polarisation différentes. Les

expressions ([1.43) et (I1.44) peuvent étre inverties afin d’exprimer x3 par x%.

1 1
X;: = ﬁxi - ﬁxi (I1.45)
= Le + L (IL.46)
X-= \/§X+ \/§X_- .

Ici les états représentés par x% sont “non-polarisés”, car on définit la polarisa-
tion de référence en direction de =+¢,.

7. Projecteurs

Le degré de polarisation par rapport a une direction donnée peut étre décrit
par un “analyseur” sous forme d"un projecteur. Si p est un spineur qui décrit
un état de polarisation bien défini, on écrit

P, =ppu' (I1.47)

La matrice P, est hermitienne, et elle vérifie les propriétés générales d"un pro-
jecteur, P = P et P2 = P. On voit facilement que les valeurs propres d’un
projecteur sont 1 et 0. Comme Pu = M\u, il suit que P?u = A\Pu, ce qui est
équivalent 8 Pu = \?u. Si ) est une valeur propre, \? I'est également. Comme
P est hermitienne, les valeurs propres sont réelles et A ne peut prendre que les
valeurs 0 et 1. Concernant P,,, tout vecteur u oc p est vecteur propre correspon-
dant a A = 1 et tout vecteur orthogonal a i est vecteur propre correspondant a
A = 0. Comme u doit étre normalisé, ces vecteurs sont définis a un facteur de
phase pres. Il convient de choisir u = p comme vecteur propre correspondant
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a A = 1. Comme la matrice P, est hermitienne, elle représente une observable
physique et les valeurs moyennes de cette observables sont calculées selon

(pu) = x"Pux = x| (IL.48)

La valeur moyenne (I[1.48) est donc la probabilité de trouver la polarisation
correspondant a p.

Considérons comme exemples les projecteurs correspondant aux bases
{x7, x>} et {x%,x*}. La forme pour P est particulierement simple

P 10 . 00
P+:(OO), P_:(01>. (I1.49)

Pour P% on trouve

11 r 1
Pﬁ:(i i) Pff:(_?l f) (I1.50)
2 2 2 2
Dans les deux cas on a
P,+P_ =1 (IL.51)
ainsi que
P, -P_=0, (I1.52)

14

ce qui refléte I'orthogonalité des états “+” et “—".

8. Dynamique du spin

La description quantique de la dynamique du spin est donnée par
I"équation de Schrodinger pour un spineur,

ihdx(t) = Hx(t) (I1.53)

dont la solution formelle (on suppose que B ne dépend pas du temps) est
donnée par

X(t) = exp (—%H) x(0). (I1.54)
Avec (I1.8) et (I1.24) on peut également écrire
3
At
X(t) = exp (% > Bka) x(0) = U(n, wrt/2)x(0), (IL.55)
k=1

(I1.56)

est la fréquence (pulsation) de Larmor pour la précession du spin autour de 1’axe
7 qui est défini par le champ magnétique B = Br7i.



9. UNE PROPRIETE ETONNANTE DES SYSTEMES QUANTIQUES 17

Regardons maintenant le spin comme observable. Les composantes du spin
S = $,€,+5,€,+5.€, sont représentées par les matrices s; = (h/2)o; etla valeur
moyenne des composantes du spin sont données par

(si(t)) = x(0)TUT(¢) {gai} U(t)x(0), i=u=x,y,z. (I1.57)
Avec et il suit que
(S(t)) = D(n, —wt)(S(0)) (IL.58)

notant la correspondance (voir egs. (1I.31)) et (I1.32))
U(n,wt) +— D(n, —wt). (I1.59)

Ceci correspond a l'image classique d’un moment cinétique qui effectue un
mouvement de précession autour du champ magnétique, sauf que les compo-
santes sont ici remplacées par leurs moyennes.

Si x(0) est un vecteur propre de 'Hamiltonien, Hx(0) = Ax(0), ot A =
ThyrB/2,1’évolution de x(t) prend une forme particulierement simple,

x(t) = exp(ivL Bt/2)x(0). (IL.60)

Ceci vient du fait que f(A)u = f(A\)u pour une matrice A quelconque, si Au =
Au. On montre cette relation par la représentation de f(A) sous forme d'une
série qui converge si toutes les valeurs propres de A sont dans le domaine de
convergence de f.

9. Une propriété étonnante des systemes quantiques

En combinant les résultats des sections précédentes, on dérive une
propriété contre-intuitive des systémes quantiques. Supposons que nous
préparons un “faisceau de spins” (voir expérience de Stern-Gerlach) dans un
état de superposition de polarisation z+ et z—, tel que

x(t) = ( g ) ; (IL61)

avec |a|* + |3]* = 1. On fait passer le faisceau par un analyseur qui sépare les
spins selon leur polarisation z. Chaque spin qui entre I’analyseur va sortir par
la “porte z+" avec la probabilité

X" P.ox =lof (IL.62)
et par la “porte z—" avec la probabilité

X' P x=|8% (IL63)
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Si nous dirigeons les spins “z+” vers un analyseur qui sépare les spins selon
leur polarisation y, on va trouver les polarisations y+ et y— avec les probabi-
lités
Xbi Py oxen =1/2, (IL.64)
Xt Py X = 1/2, (IL65)
respectivement. Maintenant on fait passer les spins avec la polarisation y+ de
nouveau par un analyseur z et on trouve que

Xps Por o xy = 1/2, (IL.66)
X P X,y = 1/2. (11.67)

Bien que la polarisation choisie apres le premier analyseur était z+, on trouve
maintenant les polarisations z+ et z— avec la probabilité 1/2 chacune.



Chapitre 3

Mécanique ondulatoire

Dans le chapitre 2l nous avons étudié un systeme quantique a deux états
— une particule possédant un moment cinétique intrinseque d’amplitude /2.
On traitera maintenant des systemes quantiques dont 1’état est caractérisé par
la quantité de mouvement dont les composantes peuvent prendre un nombre
infini de valeurs.

1. Dualité particle — onde, Equation de Schrodinger

On commencera par une particule libre qui est décrite par une onde plane
ayant une direction de propagation bien définie. L'idée d’associer une onde
plane a une particule libre est motivée par les expérience de diffraction qu’on
peut effectuer avec des particules comme des électrons qui se comportent de
point de vue comme la lumiére. Cet aspect est illustré par la fig. qui
montre des clichés de diffraction de rayons X (gauche) et d’électrons (droite)
qui ont été produits par une feuille mince d’aluminium. Le fait que le faisceau
d’électrons produit un cliché similaire a celui obtenu par diffraction des ondes
électromagnétiques de rayons X, montre bien que les particules (électrons) ont
des propriétés d’onde. Dans sa these de 1924, Louis de Broglie suggérait d’as-
socier a chaque particule une longueur d’onde A en fonction de sa quantité de
mouvement p,

A=, (IIL.1)
p

ot h est la constante de Planck. Introduisant le vecteur d’onde k = 2 /Afi, ol
7 est la direction de propagation, on écrit

p = hk. (I1L.2)

La deuxieme association concerne celle entre 1'énergie F de la particule et la
fréquence v de I'onde plane associée,

, (ITL.3)

V=

E
h

L’équivalent au vecteur d’onde dans le domaine du temps est la pulsation,
w = 27y, et on écrit également

E = hw. (IT1.4)
19
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FIGURE III.1. Diffraction de rayons X par une feuille mince d’aluminium
(a gauche) et diffraction d’électrons par la méme feuille (a droite).

L’onde plane représentant une particule matérielle prend alors la forme

(r,t) = Aexp (%(pTr - Et)) : (IIL.5)

ol r contient les composantes de r et p celles de p. Le choix du facteur d’am-
plitude A sera discuté plus tard. On note d’abord que

- ZhV?ﬁ(I‘, t) =p @D(I‘, t)a (HI6)
ouV = (9/0z,0/0y,0/92)T, et que
ihdab(r,t) = B(r,b). (IIL7)

Ces relations montrent que p et E sont, respectivement, les valeurs propres
des opérateurs —ih'V et ihd;, et que ¢ est dans les deux cas le “vecteur propre”
associé. Les éléments de ce vecteur sont indexés par trois “indices continus” —
les composantes z, y, z du vecteur 7. De ce point de vue, 'opérateur —iaV doit
étre considéré comme 1'équivalent d"une matrice.

Pour une particule libre non-relativiste la relation entre son énergie et sa
quantité de mouvement est donnée par la relation bien connue £ = p?/2m.
Par conséquent, la fonction d’onde 1) vérifie une équation de la forme

h?

i (x. 1) = —5 —A(r, 1), (I11.8)
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o A = V'V = 9% + 92 + 0? est le Laplacien. Si la particule se trouve dans un
potentiel, son énergie (contante) est

_IpP
2m
et il est naturel d’écrire I'équation d’onde pour une particule sous la forme

E +V(r) (IIL.9)

H@MLM:{—§#+V®}MLM (IL.10)

ce qui est la forme générale de 1’'équation de Schrodinger. Dans le cas d'une
particule possédant seulement un spin /2, les carrés des deux composantes
des spineurs x ont été interprétés comme probabilités de trouver un polari-
sation “spin up” ou “spin down” définie par la base dans laquelle le spineur
est exprimé — voir Eqs. (I1.14) et (II.15). Ici on définit d’'une maniére analogue
[4(r, t)|2d®r comme probabilité de trouver la particule entre z et = + dz, et la
bonne normalisation est donc

/ & (e, )2 = 1 (IL11)

On note ici que la fonction d’onde d'une particule libre, qui est donnée par
ne onde plane de la forme ([IL5), ne peut pas étre normalisée. Un potentiel
est nécessaire pour confiner la particule, menant ainsi a une fonction d’onde
vérifiant la condition de de normalisation (III.II). Des exemples simples se-
ront discutés dans les sections |2 et [3| de ce chapitre. Parfois la normalisation
d’ondes planes représentant une particule libre est forcée en posant ¢(r,t) = 0
en dehors d’un volume V — oo, posant A = 1/v/V dans la formule .

Pour un potentiel qui ne dépend pas du temps, 'équation de Schrodinger
peut étre résolue par séparation de variables :

O(r,t) = u(r)o(t), ot wv(t) =e P

Insertion dans 1’équation de Schrodinger (I11.10) mene a I'équation de Schrodin-
ger stationnaire (ESS) pour u(r),

{—h—2A " V(r)} u(r) = B u(r) (IIL12)

2m

La probabilité de présence pour la solution v (r, t) correspondante est station-
naire,

[ (1) *d*r = u(r)]Pd’r,
car la dépendance de #(r, t) du temps est donnée par un facteur de phase, de la
forme exp(—iEt/h). L'équation de Schrodinger stationnaire (I11.12) montre que

u(x) est une fonction propre de 'opérateur différentiel H = {—%A + V(r)



22 3. MECANIQUE ONDULATOIRE

V(x)

-L/2 L/2

FIGURE III.2. Un puits de potentiel (ligne marron) et deux solutions
de I’équation de Schrddinger stationnaire. La courbe bleue représente
la solution correspondantes a 1’énergie fondamentale, Fj, et la ligne
rouge celle qui correspond au premier niveau excité, ;. Plus d’infor-
mations sont données dans le texte.

et des solutions existent typiquement uniquement pour des valeurs propres
E = E, discrets. Cet aspect sera discuté par la suite.

2. Particule dans un puits de potentiel

On discute maintenant la solution de 1’équation de Schrédinger pour un
cas tres simple — une particule dans un “puits de potentiel” en une dimen-
sion (voir figure [IL.2). L'idée est de montrer que des solutions n’existent que
pour certaines énergies “quantisées”. Un puits quantique est un modele tres
simple pour un électron confiné, par exemple dans un atome ou dans un semi-
conducteur et le potentiel a la forme

v(m):{o si |z] < L/2

¥y sinon

avec 0 < V) < oo. Dans ce cas 1’'équation de Schrodinger stationnaire est

u”(z) + Ku(x) = 0, pour |z| < L/2, (IIL.13)

u’(z) — k*u(z) =0,  pour |z|>L/2, (II1.14)
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ol nous définissons

k=+v2mE/h, (II1.15)
k=+/2m(Vo — E)/h. (IIL.16)

Des solutions normalisables existent uniquement pour
E <V, (II1.17)

car uniquement dans ce cas on peut construire des solutions a I'extérieur du
puits qui décroissent exponentiellement,

Ae"* pour z < —L/2
u(x) = ¢ Cycos(kx) + Cysin(kx) pour |z| < L/2, (IIL.18)
Be " pour z > L/2

tel que ["*dr|u(z)]> < oco. On note que la condition (MI.17) décrit en
mécanique classique une particule enfermée dans le puits, car son énergie ne
permet pas qu’elle aille au dela des points z ott V' (z) = E, notant que £ = T+V
et que I'énergie cinétique, T, véritie T' > 0. On démontrera maintenant que la
fonction d’onde d"une particule quantique, et donc sa probabilité de présence,
peut “déborder” dans les zones interdites pour une particule classique. En
fixant les constantes dans la forme générale de la solution pour u(z)
par les conditions de raccordement a x = £L/2,

lim u(£L/2 — ) = lim u(£L/2 +0), (II1.19)
. / . . /
lim o/ (£L/2 — ) = lim o/(£L/2 + ), (I11.20)

on obtient un systeme d’équations linéaires homogeénes de la forme

0 () () aN /o

K (—e_iL”> 0 ksin (%) keos(%) | | B _ |10

0 —em2br cos (% sin (%) gl 8

“lrg :
. 0 ke 2l —[sin %) k cos (%) . 2
M(k)
(II1.21)
dont la condition pour une solution non-triviale est

det(M(k)) =0 (II1.22)

Les équations (III.21) ne peuvent étre vérifiée que pour certaines valeurs k =
k. et ceci qui veut donc dire que 1’énergie d'une particule dans un puits de
potentiel est quantisée,

_ RPR

FE =F,. (TI1.23)
2m
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On remarque ici que I’énergie totale, £, est constante pour —oco < x < oo elle
est donné par I'énergie cinétique a l'intérieur du puits, ou V' = 0. La solution
des équations n’est évidement pas unique. Si {4, B, C, Cy} est une so-
lution, {\A, AB, A\C, A\C, } est aussi une solution pour tout A € R. Une solution
unique est obtenue en demandant que

/ m dx |u(z)|* = 1. (I1.24)

La figure donne une illustration numérique pour un puits de potentiel
Vo =1, L = 1, spécifiant k = \/kZ — k?, avec kg = v/2mVy/h = 4. Dans ce cas
il y a deux solutions possibles pour £, qui sont ky = 2.05973, correspondant
a l'état fondamental, et k; = 3.79099, correspondant au premier état excité.
Les fonctions d’onde stationnaires correspondantes normalisées, u(z) et u; (z),
sont tracées en bleu et rouge, respectivement, et on remarque que uy(z) est
une fonction paire et u;(z) une fonction impaire. On voit bien que les deux
fonctions d’onde sont non-nulles dans la zone || > L/2 qui serait inaccessible
pour une particule classique. On appelle ce effet “effet tunnel”.

3. Particule enfermée

On considere maintenant un puits de la forme

i —L/2 L2
V() = {O st - L2<e<L/2, (II1.25)
+00 sinon

Partant de 1’exemple pour une valeur V; finie, il suit ici que limy; o & = 00
et l'effet tunnel disparait, car exp(—«|z|) — 0 et les fonctions d’ondes dispa-
raissent donc pour |z| > L/2,

Cycos(kz) + Cysin(kz) if |x| < L/2,
u(z) = .
0 if |x| > L/2.

Cela revient a poser A = B = 0 dans le systeme d’équations (IIL.21)), qui de-

vient (k ) (k )
cos TL —sin TL ‘ ) [0
(o o) J(E)=(5) wan

M(k)

(I11.26)

On a toujours un systeme d’équations linéaires homogene pour les coefficients
a déterminer et la condition (II1.22) meéne ici a

det(M(k)) = sin(kL) = 0, (I11.28)

ou bien a
k=n-—, nel (I11.29)
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Pour que les conditions cos(+kL/2) = 0 et sin(+kL/2) = 0 soient remplies il
faut n soit impaire pour cos(kz) et paire pour sin(kx). Il y a donc deux familles
de solutions — des solutions paires et impaires,

Ccos (™) sin estimpaire,
U () = (2) P (I11.30)
C'sin (%2£)  sin est paire,
Les energies possibles sont ici
R? /2
Ey= o (%) 1131
2m \ L ( )

Avec le choix C' = /2/L les solutions u, (x) vérifient les conditions d’ortho-
normalité[]

/OO dx wy, (2)un () = 6, (II1.32)

et donc en particulier la condition de normalisation fj;o dz |u,(7))? = 1. Uti-
lisant l'orthonormalité des fonctions u,(x) la forme générale de la fonction
d’onde v(z, t) peut étre exprimée par

Y(z,t) = i Cntn () exp(—iE,t/h) (IIL.33)
n=1

ot les coefficients c,, sont données par

Cp = /+<><> dru) (z)(z,0). (II1.34)

o0

La condition de normalisation (IIL.11) de #(z, t) est reflété par

o0

D le)? =1 (I11.35)

n=1
La figure |I[II.3| montre les énergies et les solutions stationnaires correspon-
dantes,

1. Ici ,,y, est le symbole de Kronecket, d,,,, = 1 sim = n et 6,,,,, = 0sim # n.



26 3. MECANIQUE ONDULATOIRE

AE

n:

n=3

n=1

FIGURE III.3. Les niveaux d’énergie d'une particule confinée et les
fonctions d’onde associées pourn =1,...,4.

4. Paquets d’ondes

4.1. Définition. Au contraire au cas d'une particule confinée, la norma-
lisation de 'onde plane (IIL5), qui représente une particule libre, pose un
probleme mathématique, car f > dPr|(r)|? = +oo. Regardons a la place d'une
onde plane une superposition d’ondes planes (pour simplifier en une dimen-
sion),

b(e,b) \/_ dp F(p) exp (z [pa: - E(p)t] /h) (I1L.36)
ou f(p) € R ala propriété
+oo
| iR =1, (111.37)
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et E(p) = p*/(2m). En introduisant la paire de transformées de Fourier

D(p,t) = \/ﬁ/ﬁo dx exp (—ipx/h) Y(z,t) (II1.38)
+o0o
Yo t) = W / dp exp (ipe/ 1) $(p. 1), (111.39)
on voit que la forme ([IL36) pour v (z, ) correspond au choix
(. t) = F(p) exp(—iE(p)t/h). (IT1.40)

On note que f(p) est la transformée de Fourier de ¢(x, 0), car U(p, 0) = f(p).
La normalisation de ¢(x,t) peut étre étudiée a 1’aide du théoreme de Par-
seval pour la transformée de Fourier qui prend ici la forme

—+oo —+oco N
[ el = [ alimor (11L.41)

—00 oo

Avec le choix (III.40) pour U(k,t) ona
+o0 5 +oo
| aenr= [ dlter-1

car f(p) est normalisée. On peut donc conclure que la fonction d’onde (I11.36)
et sa transformée de Fourier sont des fonctions normalisées par rapport a la
norme Lo,

+oo +o0 _
/ dr [z, )] = / dp [F(p. )P = 1 (IIL42)

o0 o0

4.2. Valeurs moyennes pour z et p. La relation montre d’abord
que |¢(p,t)|? pourrait étre considérée comme densité de probabilité pour la
quantité de mouvement p, de la méme fagon que |¢(x,t)* est considérée
comme densité de probabilité pour la position z. Afin d’exploiter cette par-
faite symétrie, on peut utiliser le théoréme de corrélation de la transformée de
Fourier. Avec les définitions (II1.38) et (II1.39) ce théoreme peut étre écrit sous
les formes équivalentes

o0 400 ~
/ do' p(x + ', ) (2’ 1) = / dp exp(ipz/R) [0 (p, 1),  (111.43)

o0 o0

+o00 - 5 +o00
/_ ' Slp+ 00 () = /_ dz exp(—ipz/1)(z, £)[2. (ITL44)

On reconnait que le théoreme de Parseval (l11.41)) est obtenu a partir de (111.43)
u ([11.44), en posant, respectivement, x = 0 ou p = 0.
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Les relations (I11.43) et (IIL.44) permettent en particulier de dériver deux
formes équivalentes pour les moments pour z et p. En combinant

@%»szmﬂW@mz

—00

= (iho,)" / - dz [{(z,t)|? exp(—ipx/h) (I11.45)
e o
avec la relation (I1I.44) il suit que
+00 +oo
k _ d k 2 _ NEYIN/ . k7 /
oy = [ el = [ Cad oo {@o)ie o))
+o0 - -
_ / a0 () { (o) + 1) |
—00 p=0
400 _ N
= [ aiwn {ao) iy}

En renommant p’ — p dans la derniere intégrale on obtient donc pour les
moments de x les expressions équivalentes

o) = [ aertotor= [ apie.n {69500} e

o0 —00

De la méme fagon on trouve avec

+oo ~
@%»:/ dp P (p, )P

[e.e]

. (M1.47)

=0

+o0 5
= (—iho,)" / dz [¢(p, t)|? exp(ipx/h)
et ([IL.43) pour les moments de p

(PF(L)) = /_ ™ e M, 1) = / e ) (i) (et} | (1L48)

[e.9] —00

4.3. Paquets d’onde gaussiens. Afin de faire un choix concret pour f(p)

nous posons
(p — Do 2
exp (——402 )

froo(p) = Tk (I11.49)
Les moments de p sont alors
+oo
)= [ dp {a0)) (L50)
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FIGURE II1.4. Evolution d"un paquet d’ondes dans le temps.

ol { fp,.0(p)}? est une gaussienne normalisée. On trouve
) = po, (IIL.51)

ol = (p*) - (p)? = o2 (I11.52)

p
Les moments de  sont obtenus a partir de la partie droite de ([I1.46), oi1 9(p, t)
est construit en combinant la forme générale (I11.40) avec la forme (II1.49)
pour f(p).

(z) = 2, (IIL53)
m

t?0? K2
m2 | do?
Le centre du paquet d’onde se déplace alors avec la vitesse vy = py/m d’une
particule classique libre, mais l'incertitude de sa position croit sans cesse avec
le temps.

La combinaison de (IIL.52) et ([I11.54) donne la relation d’incertitude de Hei-
senberg,

o2 = (2 — (z)? = (II1.54)

1 [4t20t 2 h
Op0y = = . + h* 2 5
qui indique qu’il est impossible de connaitre en méme temps avec précision
la position et la quantité de mouvement de la particule décrite par un paquet
d’ondes gaussien. Dans ce contexte, 'onde plane doit étre considérée comme

limite d’un paquet d’ondes gaussien ot ¢ — 0. Par conséquent, sa quantité

(I11.55)
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de mouvement est connue avec précision — voir Eq. (lI1.52) — tandis que l'in-
certitude de sa position tend vers l'infini — voir Eq. (II.54). Une onde plane

est n’est effectivement pas localisée et doit étre considérée comme idéalisation
mathématique. L'aspect corpusculaire dans le dualisme onde-corpuscule est
réflété dans la localisation d"un paquet d’ondes.

5. Orthonormalité des paquets d’ondes et ondes planes

La fonction d’onde d'une particule dans une boite (II.33) montre que
Y(z,t) = u,(z) exp(—iE,t/h) sila particule se trouve dans un état de quan-
titt de mouvement p, = hnn/L ou d’énergie E, = p?/(2m). La situation
analogue pour une particule non-confinée est décrite par une fonction d’onde
du type ([IL36), out f(p) est concentrée sur une une valeur p, particuliere. Si
'on prend la forme pour f(p), la sélection de p, est obtenue dans la
limite o — 0. Dans ce cas on peut écrire

’gb(l‘, t) ~ Ppo,o ('T) exp(_iE(pD)t/h)v (HI56)

oll p,,(z) a également une forme gaussienne,

1 +oo
Ppo.o(T) = N /_ dp fpo.o(p) exp (ipz/h)

v
:(E) \/%exp(ipox/h)eXp(—azmQ/hQ). (IIL57)

™

En analogie avec (II1.32) on trouve pour les fontions ¢,, ,(x),

+o0 2 .
. Po—D o—0 ) 1 sip1 = po,
/ dx p, o (4)Pp1,0 (1) = exp (—%) = {0 sincl)n O (IL58)

Bien que ce résultat soit satisfaisant, la fonction ¢, ,(z) tend vers zéro dans la
limite o — 0, car I'amplitude est proportionnelle a /0. Si nous définissons une
constante de normalisation N, par

+00 _ 2
N? = / dp1 exp (—M> = 2V 2mo,

802

—00
et les fonctions

1 1
¢P070(x) T EwPO,U(x) - \/ﬁ

la limite o — 0 est bien définie,

exp(ipox/R) exp(—a?z? /h?), (II1.59)

—

: 1 :
ilr% Gpoo(T) = oz exp(ipox/h). (II1.60)
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et ’analogue de la relation (II1.58)) est

_ (po — p1)
- S I
| oot = — - i), (6D

Ici 6(.) dénote la distribution de Dirac. L'intégrale (I11.61) diverge manifeste-
ment pour pour p; = pg etlimo — 0, et on retrouve le probleme que les ondes
planes ne sont pas normalisables. On a donc le choix entre une limite 0 — 0
bien définie pour, respectivement, la fonction d’onde ou pour sa norme. Dans
la réf. [4], John von Neumann critique la normalisation ([IL.61), en particulier
l'introduction de la distribution §(.) par P.A.M. Dirac [6], en appelant cette
derniére une “fiction”. Cette discussion, qui remonte aux années 1930, donnait
lieu au développement de la théorie des distributions en mathématique. Il faut
souligner que la distribution de Dirac n’est pas une fonction normale, mais la
limite d'une classe de fonctions, dont fait partie la Gaussienne en éq. (IIL61).
L’anormalité du point de vue de la définition d"une fonction consiste en la pro-
priété d’étre nulle partout, sauf pour l'argument zéro, ou elle devient infinie,
telle que 1'intégrale donne toujours 1.
L'utilité des fonctions (les indices “0” et “1” ne sont plus utilisés)

1 ,
up() = lim ¢, , () = ot exp(ipz/h), (IIL.62)
qui vérifient alors la relation
+oo
/ d uy(x)uy (2) = d(p — p'), (I1.63)

résulte du fait qu’elles constituent une base pour les fonctions de carré
intégrables.HUne telle fonction peut étre exprimée dans la forme

mmz[m@mmmm (IIL64)

o0

ol §(p) sont les “coefficients” de g(z) dans la base des u,(z). On reconnait que
g( ) est une intégrale de Fourier et que g(p) doit étre la transformée de Fourier
de g(z). En fait

[ a@ae - [ ag@{ [ damn)

:/:“@@@%K“iqu@%u»:/%w@@@w@—ﬁ>=mﬁ»

[e.9] o0 —00

2. Une fonction g(z) de carré intégrable (fonction normable) vérifie f dz |g(z)]? < oo
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En renommant p’ — p on obtient donc
+o0

g(p) = /_ dx g(m)u;(af) (II1.65)

[e. 9]

comme relation inverse de l'intégrale (II1.64). A l'aide des fonctions de base
up(z) I'expression (I11.36) pour un paquet d’ondes peut étre exprimée an ana-
logie avec la fonction d’onde (I11.33) d'une particule confinée,

vt = [ " dp £ )y () exp (< E@)E/R) (IIL66)

o0

—+00

avec les correspondances fj;o dp <Y .20, [(p) < cn,up(z) < up(x).

6. Flux de probabilité
L'interprétation de |¢(r, )| comme densité de probabilité de trouver une
particule quantique a un endroit r suscite la question sil’'on peut y associer une
densité de courant et une équation de continuité qui exprime la conservation
de la norme de la fonction d’onde. Ceci est effectivement le cas. Partant de

I’équation de Schrodinger (II1.10) et sa complexe conjugée

, h?

Zhaﬂ/f == {_%A + V(r)},lvD)

. * h2 *

ROt = {—%A + V(r)}w ,
on multiplie la premiere équation de la gauche par —(i/h)y* et la deuxiéme
par (i/h)y et on additionne les deux équations résultantes,
. . A i h? .
Yo+ U =~ g A V) J gl g A V()
9 (Y*)

= o {0 A — A}
Le dernier terme peut étre transformée en
WAY = pAYT = V- (V) = (Vi) - (VY)
=V @V + (VO) - (V') = V- (0'VY) = V- (9VY).

On voit que la densité de probabilité | (r,t)[?

nuité,

vérifie une équation de conti-

d(r, )P +V-7=0 (I1L67)

ou j est la densité de courant associée,

O (e -
7= 5= {v V- vvy) (IIL68)
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Chapitre 4

Description formelle de la mécanique quantique

Les bases mathématiques pour la mécanique quantique ont été
développées en parallele avec les concepts physiques, notamment par David
Hilbert (1862-1943). L'espace vectoriel de Hilbert est la base pour la descrip-
tion formelle de la mécanique quantique, et Paul A.M. Dirac (1902 - 1984)
a développé la fameuse notation “bra et ket” qui permet de formuler les
opérations dans l'espace de Hilbert d’'une maniere claire et élégante. Il a
également introduit la distribution §(x) — la distribution de Dirac — qui joue
un role fondamental pour la description des systémes quantiques dont le
spectre d’énergies est continu. On note ici que John von Neumann (1903-1957)
n’a pas accepté le concept de la “fonction de Dirac” et que les fondements
mathématiques ont été formalisés par Laurent Schwarz (1925-2002) dans le
cadre de ses travaux sur les distributions.

1. L'espace vectoriel complexe

On considére maintenant un espace vectoriel Uy de N dimensions, ou N
peut étre infini et dont les éléments sont représentés par des matrices com-
plexes. Comme dans l'espace euclidien en trois dimensions bien connu (voir
I’annexe , on introduira des bases, un produit scalaire, une norme et des
opérations de “rotation” qui laissent invariantes les normes des éléments de
cet espace vectoriel.

1.1. Bases. Les éléments de l'espace vectoriel Uy sont dénotés |¢), |z), ...
et les éléments de base par |u;), i = 1,..., N. Dans la notation de Dirac, ces
vecteurs sont des vecteurs “ket”. La numérotation des vecteurs de base peut
changer et sera adaptée a I’application. Comme dans chaque espace vectoriel il
y a un nombre infini de bases, et 'ensemble {|u;) } est un choix parmi d’autres.

‘"z

Dans cette base on exprime un vecteur [¢)) (“état” en mécanique quantique)

par

) = ZQMUJ (Iv.1)

35
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Ici les 1); sont les coordonnées de |¢)) par rapport a la base {|u;)} et on a la
correspondance

U

(e
Wy = (IV.2)

VN
En plus au vecteurs “ket” on définit des vecteurs “bra”, (|, (x|, ... qui sont,
respectivement, les vecteurs adjoints au vecteurs |¢), |z), . ... La représentation

matricielle de (| est donnée par

Wleoph= (v v ., o). (IV.3)
En général, la matrice A T dénote la conjugée de la matrice transposée de A ou,

ce qui est équivalent, la transposée de la congugée de A, AT = (AT)* = (A*)7,

et on appelle A T la matrice adjointe de A.

1.2. Produit scalaire. Pour les éléments de Uy on introduit un produit sca-
laire par les regles générales qui expliquent la notation “bra-ket”, car (f|g)
forme un “bracket”,

(flg) = (alf)* (IV4)
(F1{19) + 1) } = {flg) + (F1h) (Iv5)
(f{ela) } = (1. (v6)

oll ¢ est une constante complexe quelconque. La norme de (f| est définie par

11l = S (IV.7)

Pour la base {|u;)} on définit

(uiluj) = ;. (IV.8)
Avec ces définitions le produit scalaire (f|g) peut étre calculé via
(flo) = frgi=f'g (IV.9)

et la norme d’un vecteur | f) est calculée par

A= [ D1l = Vit (IV.10)

Le produit scalaire permet d’exprimer les composantes d'un vecteur [¢))
par projection sur les vecteurs des base {|u;) }. A cause de 1’orthonormalité des

{|w;)} il suit de (IV.1) que

Ui = (uily) (IV.11)
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1.3. Projecteurs. Si |f) est un vecteur normalisé, (f|f) = 1, on définit le
projecteur sur |f) par

Py = |f){f] (IV.12)

A cause de la normalisation de | f) il suit immédiatement que

Py = P? (IV.13)

La représentation matricielle de Ps est obtenue par

Prij = (wil {Plug) = (wil f)(flus)-

Avec (IV.11)) on obtient
Pyrij = fif;. (IV.14)
La matrice P,, est donc une dyade,
P, =ff". (IV.15)

Regardons maintenant les projecteurs sur les vecteurs de base, {|u;) },

A

Py, = |ui) (] (IV.16)

Avec cecion a
2 b
%
On en déduit la relation de fermeture

d P, =1 (IV.17)

P) = Z ;) (i) = Z%’%) = [¢).

qui est la base pour les calculs en mécanique quantique.

1.4. Transformation de vecteurs. En analogie avec l'espace vectoriel tri-
dimensionnel on considere maintenant des opérateurs linéaires,

O(lfr) +1f2)) = Olfi) +Olf) (IV.18)
Oc|f)) = ¢Olf), ceC (IV.19)

pour des vecteurs |f),|f1), | f2) quelconques. I’action de O est déterminée par
son action sur les vecteurs de base,

Oluj) = Ogjlur). (IV.20)
k

Les éléments de la matrice O sont donnés par O;; = (u;|{O]u;)}. Avec la
convention que tout opérateur O agit toujours sur 1'état a droite, on peut écrire

Oi; = (wil{Olu;)} = (wi|Oluy) (Iv.21)
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On regarde maintenant la relation

) = Ola) = |Oa) (IV.22)

qui exprime que O transforme |a) et |b). Une représentation matricielle de
(IV.22) est obtenue a ’aide de la relation de fermeture.

b = (wilb) = (w;|{Ola)} = (w:[{O1]a)} = (u;|O {Z |Uj><uj|} |a)
= Z Uz|0|ua (ujla) ZOZJGJ

La relation (IV.22) a donc la représentation matricielle

(IV.23)

1.5. Rotations actives. En analogie avec I'espace Ej3, la classe de transfor-
mations de vecteurs qui laissent invariant leur norme,

1T]a) || = [lla)]] (IV.24)

joue un role important pour l'espace Uy. Partant de la forme matricielle de
I'opération |a’) = Ula),

a'=Ua (IV.25)
la condition mene a
lla")|* = (a)'a’ = (Ua)(Ua) = a"U'Ua = a’a = [|a)|*.
Ceci impose

(IV.26)

Les matrices avec une telle propriété sont les matrices unitaires. On remarque
que det(UTU) = det(UT)det(U) = |det(U)|? = 1 mene a

det(U) = exp(i¢), (Iv.27)

ol ¢ € R est une constante réelle quelconque. Comme det(U) # 0 la matrice
inverse de U existe et il suit de (IV.26)

Ul =U"L (IV.28)
Grace a cette relation la relation (IV.25) peut inversée,

a=U'a" (IV.29)
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1.6. Rotations passives. En analogie avecl’espace F3 on peut passer d'une
base orthonormée, {|u;) }, a une autre base orthonormée, {|u})}. La transforma-
tion est définie par ’action sur les vecteurs de la base de départ,

|uf) = Z |ui) Uy (IV.30)

et les coefficients U;; sont les éléments d’une matrice unitaire. Un vecteur |a)
quelconque peut étre exprimé dans les deux bases,

a) = ZCLQIUQ = ZCL} {Z |uz>Uz]} = Z {Z Uija;} lu;) = Za"u’>

Par conséquent
a; =Y Uya (IV.31)
J

ou, sous forme matricielle,
a=Ua (IV.32)
Les coordonnées de |a) par rapport a la nouvelle base sont alors données par

(1V.33)

On note que les matrices de transformation dans les relations (IV.33) et (IV.32)
sont, respectivement, inverses a celles dans les relations (IV.25) et (IV.29) qui
décrivent une rotation active du vecteur |a) — |d’).

1.7. Valeurs moyennes. Si O est un opérateur quelconque qui représente
une observable physique, O, la valeur moyenne de O pour 1’état quantique |a)
est définie par

(O)e = (alOla). (IV.34)
Le calcul concret est effectué en utilisant la représentation matricielle
(0), = afOa. (IV.35)
Sil’état |a) subit une transformation
Ula) = |, (IV.36)

la valeur moyenne pour le nouvel état |a’) est donc
(O)y = a'T0a’' = (Ua)'OUa = a'UTOUa = a'0’a = (0'),.

Au lieu de considérer un changement de 1’état, on peut considérer un change-
ment de 1'opérateur,

O— 0 =000, (IV.37)
0O —» 0 =U'oU. (IV.38)
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Dans le cas d'un rotation passive, ou la base change, mais non les vecteurs,
on aura
(0), =af0a = (0), =a'f0’a’
ou a’ et O’ sont les représentations de |a) et O dans la nouvelle base. Avec
(IV.32)
(0) = afOa = a’UUTOUUTa = a' 10,

o1 la matrice O’ représent O dans la nouvelle base,

O’ =U'OoU (IV.39)

Formellement ceci est la méme opération mathématique que (IV.38), mais 1'in-
terprétation est différente : Eq. (IV.38) donne les coordonnées d'un nouvel
opérateur, tandis que (IV.39) donne les coordonnées d'un méme opérateur
dans une nouvelle base.

1.8. Opérateurs hermitiens. L'interprétation de la forme bilinéaire
(O)a = {alOla)

comme valeur moyenne d’une observable physique O pour I'état quantique
|a) nécessite clairement

(0)a = (O): (IV:40)
car toute grandeur physique mesurable doit étre décrite par une variable
réelle. En développant (O), = afOa en ses composantes on obtient donc la

condition
*
A . * o * o * %
(O)a = E a; Oija; = {E a; Oij%‘} = § 4054
4] i,J (2]
Jrt ,J

Le composantes de la matrice O qui représente 1'opérateur O doivent donc
vérifier la condition

O;; = 0} (IV.41)
qui exprime que O doit étre une matrice hermitienne,
(IV42)
La propriété assure en particulier que
b'Oa = {Ob}a, (IV.43)

ot a et b sont les représentations de deux vecteurs |a) et |b), respectivement.
Définissant 1'opérateur O' par la relation

(Obla) = (b|O'a) (IV.44)
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montre que

(0)g = (0): & O =0f (IV.45)

La condition ([V.41)/[IV.42) a pour conséquence que les valeurs propres
de la matrice O sont réelles. Soit |u;) un vecteur (état) propre normalisé de

l'opérateur O,

O|Uz> = Ailu;) (IV.46)
ol \; est la valeur propre associée, on aura

Comme O est hermitien, (u;|Ou;) = (u;|Ou;)*, et par conséquent

A= A (IV.47)

On montrera maintenant que les vecteurs propres associés a des valeurs
propres différents sont orthogonaux. Partant de

Olu;) = \i|w;),
Olus) = Ajluy),

ol i # jet\; # \j, on obtient par multiplication avec (u;| et (u;|, respective-
ment,

(u;|Olus) = Niuy|us),

(il Oluz) = Aj{uiluy)-
Prenant la complexe conjugée de la deuxiéme équation et utilisant que
(w;|O)uy)* = (Oujlu;) = (u;]Olu;) et X = A; on également

(uOfus) = As(ulus),

(u;|Olus) = Ny (ujus),
et soustraction donne

0= (A = Aj)(ujui)-

Par conséquent

(ujlu) =0 i # j. (IV48)
Si toutes les valeurs propres de O sont différentes, les vecteurs
propres {|u;)} (¢ = 1,...,N) constituent donc une base de 'espace Uy et

~

I'opérateur O a la représentation spectrale

0= Z i) (| (IV.49)
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1.9. Fonctions d’opérateurs. Soit O est un opérateur hermitien avec
une représentation spectrale (IV.49) et f(z) une fonction dont existe une
représentation sous forme d’une série de Taylor,

e
Il
o

f(0) = i J19(0) O (IV.50)

Utilisant la représentation spectrale (IV.49) et le fait que les {|u;)} forment une
base orthonormale, on voit que

() P
f(0) = Z ! k'(O) {Z AJUZ)(W\} {Z M) (g }
} i) (u;| = Zf )ug) (usl.

La fonction (IV.50) converge donc si toutes les valeurs propres de O sont dans
le domaine de convergence de f(z), \; e DC C (i =1,...,N).
Une application des relations ci-dessus concerne les opérateurs de la forme,

k=

A~

U(t) = exp(idt), At =A, teR, (IV.51)

pour lesquels
. [e.e] . k N
Ut)=>_ 7 4. (IV.52)

On voit que

Ut(t) = exp(—iATt) = exp(—iAt) = U~1(t),
ce qui montre que U(t) est un opérateur unitaire. Un tel opérateur préserve la

norme d’un vecteur il représente une rotation, et (IV.51) montre que A est le
générateur d'une telle rotation, car

~

Ule) ~ 1+ icA, (IV.53)

si |e] < 1.
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1.10. Exemple. L'utilisation du langage formel de la mécanique quantique
peut étre illustrée avec I'exemple du spin (voir chapitre [2). Formellement le
matrices S,,S,, S, définies par les eq.s et sont une représentation
matricielle des opérateurs s,, 5, 5, dans une base orthonormale

{Ju), |u2)},  (uilug) = o, (IV.54)
tel que
(uil82]u;) = S, (IV.55)
(il 8yluz) = Syj, (IV.56)
(ui8:|uj) =S4 (IV.57)

sont les composantes de ces matrices. Soient |x% ) les états (vecteurs) propres
de 5., tel que

8:Ix3) = Alx3)- (IV.58)
Utilisant la relation de fermeture
2
> " Jugy(uy| = 1, (IV.59)
j=1

[\

(il 82 |u;) (ui [XZ) = Mui[xZ)- (IV.60)

hf1

):§<0), (IV.61)
h
2

1
0

0
):— (1) (IV.62)

D’autre part

ce qu’il montre que

A= ig, (IV.63)
X5 = w), (IV.64)
IX2) = ug). (IV.65)

Considérons maintenant un changement de base. Les équations (I1.36) et

(IT.37) montrent que

1 1
IX%) = E|Xi> + Elxi% (IV.66)
L L (IV.67)

IXZ) = —E!xﬂ + E|Xi>-
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Ces relations peuvent définissent un changement de base {|x7) = |u12)} —

{IX%) = lvi2)},

1
, IV.68
|'U1> \/—| 1> \/5 |u2> ( )
1
[v2) = | )+ lua). (IV.69)
Dans cette nouvelle base les opérateurs 3, ,, . prennent une autre forme,
2
(vilalvg) = D (vilux) (unlSalur) (ulvy), (IV.70)
T ki=l I
2
(ilylvg) = D (vilus) (uxl3y lu) (wilvy), (Iv.71)
T Fi=1 T
2
(Wil8:lv;) = > (vilug) (|8 w) (w|v;). (IvV.72)
s k=1 Sz,kl

2,1)

Ici Sz, Sy ki, S2 i sONt les composantes de s, 5, 5., respectivement, dans la
A / / /

base {|u1), [uz)} données en Eq. (IL.2) et s/, ,;, s, 1, 5% 5, sont les composantes

correspondantes dans la nouvelle base {|v1), |v2)}. Avec la définition

1 1

U1 |v U1 |V NCEEEENG)

U (urlor)  (uifve) _ \{5 1\/5 (IV.73)
(uglvr)  (uzlvs) oA

les relations (IV.70)—(IV.72) peuvent étre exprimées sous forme matricielle,

h(1 0

A -

s, = U's, U = 5 ( 0 _1>, (Iv.74)
h(0 —i

! T _

Sy_USyU_Q(z’ 0), (IV.75)
(01

gt - _

s, =U's,U = 2(1 O)' (IV.76)

On note que U = U(e,, —7/2) définie en eq. (I1.35). Les matrices s/, , , vérifie la

méme algebre que les matrices s, , . (voir éq. (11.5)), ce qui reflete une propriété
générale des opérateurs de spin,

(80, 8,] = ihs., (cycl.) (IV.77)

qui ne dépend pas de la base dans laquelle ces opérateurs sont représentés.
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2. Intégration de la mécanique ondulatoire dans le formalisme

2.1. Bases de Fourier. Afin d’intégrer la description de la particule libre et
des paquets d’ondes dans le formalisme de la mécanique quantique on définit
(on se limite pour le moment a une dimension) |z), |p) (x, p € R) comme bases,
dont chaque vecteur décrit 1’état d’une particule ayant, respectivement, une
position z et une quantité de mouvement p bien définie. Une telle définition
est “vide” si on ne connait pas les coordonnées des |p) dans la base des |z) ou
vice-versa. Les coordonnées des vecteurs |p) dans la base |z) sont définies par
la projection

(alp) == === explipr/B) (IV.78)
et comme (x|p)* := (p|z), il suit que
(ple) = w%z exp(—ipz/h) (Iv79)

sont les coordonnées des vecteurs |z) dans la base |p). On note que (z|p) =
lim, 0 ¢op(z), OU ¢,,(z) sont les fonctions qui ont été introduites dans

I'éq. (IL59).

Utilisant le concept de l'indice continu, le produit scalaire (2'|z) est défini
par

Wy = [ dp ()l

o0

I
= %/_ dp exp(iplz — 2'|/h) = 0(x — 2'). (IV.80)

De la méme facon

W)= [ de fla) )
1 +o0

2rh J_ o
On remarque que ([V.80) correspond a la relation ([IL.61)), impliquant les fonc-
tions ¢, ,(z) dans la limite 0 — 0. Comme 6(z — 2') = (2'|1|z) et 6(p — p') =
(p'|1|p) sont les représentations de ’opérateur d’unité dans la base des |z) et
des |p), respectivement, les relations (IV.80) et (IV.81) montrent que

dp exp(iz[p’ — p|/h) = d(p —p'). (IV.81)

+oo

/ do |x)(z] = 1, (IV.82)
+o0

| iyl =t (IV.83)
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Soient 1(x) = (z|ib) et (p) = (p|v) les représentations d’un état |¢))
quelconque dans la base |z) et |p), respectivement. Avec la relation de ferme-

ture (IV.83) on trouve que

W= [ " de (pla) el = ¢— " de expl—ipe/h)b(a)

est la transformée de Fourier de ) (z) et avec 1) on montre que ¥ (z) est la
transformée de Fourier inverse de ¥ (p),

b(z) = / " dp {alp)ple) = ¢_ / dp explipe /)5 (p).

—0o0

2.2. Opérateurs. Dans la Section [1| nous avons vu que tout opérateur O
possede une représentation matricielle O, et que I’action d"un tel opérateur sur
un état |a) se traduit en un produit matriciel de la forme Oa. Ici on doit se poser
par exemple la question, quelle est la représentation matricielle de 1’opérateur
de quantité de mouvement, de la position, de 1'énergie (Hamiltonien) dans
la base des {|z)} et des {|p)}? Commengons par l'opérateur de quantité de
mouvement, p, dont les états propres sont par définition les états {|p)},

plp) = plp). (IV.84)

Comme la base {|p)} est orthonormée dans le sense de I'eq. (IV.81), 'opérateur
p est diagonal dans cette base. Définissant P(p,p’) = (p|{p|p >}, on a

P(p,p') =pd(p—p) (IV.85)

Cherchons la représentation matricielle de p dans la base {|z)}. Ici on écrit

P(z,2') = (z|{plz')} = / h / ® aode’ (2l ool M
= [ vt ) - [ dontel e

1 +oo

1
= on ) dppexp(zp[:z: 2'l/h) = —iho, {27Th/

—0o0

dp expliple — x’]/m} |

-~

d(z—=a’)

Les éléments de la matrice P(xz,z") sont alors donnés par

P(x,2') = —ih0,0(x — 2) (IV.86)

L'opérateur de la position, z, est par définition diagonal dans la base {|z)},

Tlzr) = z|z), (IV.87)
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et les éléments de la matrice X (z, z’) = (z|{z|2’) } sont donnés par

X(z,2") =2 d(x — 2’ (IV.88)

La représentation matricielle de 2 dans la base {|p) } est obtenue de la méme
facon que que celle de p dans la base {|z)}.

Xl = laly} = [ [ dade’ Gl el ) ')

——

-/ :° / :" e :O dz 2(pla)zlp)

o(x—a’)
= o [ arwesplialy —plym =m0, Lot [ de ettt — i
~on ) zexp(iz[p’ —p =ih0, {5~ . x exp(iz[p’ —p .
5(6-1)

On obtient donc

X (p.p) = ih9,6(p = p) (IV.89)

2.3. Valeurs moyennes. On peut se poser la question de quelle maniere
des expressions du type (IV.86) et (IV.89) sont utilisables pour le calcul de va-
leurs moyennes. Regardons comme exemple la valeur moyenne (p), utilisant
les coordonnées des vecteurs et opérateurs dans la base {|z)}. Formellement
on doit donc calculer

+o0o +o0
(p) = /_ /_ da ' (1) P, )0, 1) (IV.90)

o ¢(x,t) = (x[i)(t)) est une fonction d’onde quelconque. Avec (IV.86) I’expres-
sion (IV.90) se transforme en

(p) = /_ h /_ "l da (1) {—ih0,0(x — )} (1)

- /+OO /+OO dx d’ Y(x,t)* {ih0y6(x — 2') } (2, t)

Ici on effectue une intégration par partie sur 2/, utilisant que ¢ (co,t) = 0 et
(—o0,t) = 0 a cause de la normalisation de ¢ (x, t). Ceci donne

+oo  ptoo
(p) = / / do dz' (z, 1) 6(x — ') {—ihOy(a' )}

+00
_ / dx b (z, £)*(—ihdy )i (x, ),

o0

en accord avec la relation ([11.48). La dérivée de la distribution de Dirac est
donc “balancée” sur la fonction d’onde.
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En analogie avec (IV.90) on calcule

+o0 +oo N N
() = / / dpdp' D(p,t) X (.0 1) (IV.91)

ot Y(p, t) = (p|t(t)) est une fonction d’onde quelconque dans I'espace p. Ceci
donne Avec (IV.89) I'expression (IV.91) se transforme en

+oo  ptoo ~ .
@ = [ it Gty im0t~ 0} 0060
+o0 +o00 B 3
- / / dp dp' (p, t)" {ihdy 0 (p — )} (P’ 1)
“+o0o +oo 5 R oo ) )
— /_ /_ dp dp’w(]% t)*(;(p_p’) {ihap’¢(p/, T,)} — /_ dp¢(p, t)*(ihap)iﬁ(p, t),
en accord avec (IIL46).

2.4. Interprétation des représentations matricielles de z et p. Le calcul de
valeurs moyennes avec les matrices (IV.86) et (IV.89) montrent que

/+OO dr' P(z,2")(2' t) = —ihd,)(x,t) (IV.92)
+o0 - 5
| X0 = ind, i), (1V.93)

ce que signifie qu’on différentie une fonction par convolution. Afin de mieux
comprendre ce point nous considérons une fonction f quelconque qui est
différentiable partout. On aura alors

fl(x) = /+oo dyo(x —y)f'(y) = /+OO dy{=0,6(x —y)} f(y)

o0 o0

+00
= / dy {9:0(x = y)} (),
en effectuant une intégration partielle par rapport a y. L'expression entre pa-
renthéses a la forme générale des expessions (IV.86) et (IV.89). Afin de com-
prendre pourquoi la convolution de f avec un tel noyau donne la dérivée de f,
on remplace la distribution de Dirac par une gaussienne de largeur € > 0,

IQ
exp <_—2>
5(z) = 6u(x) = — 2/ (IV.94)

2me
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Pour cette fonction

€Xp (—x—2)
)= L\ 2] (IV.95)

La figure montre les fonctions
de(x — y) et 0(z — y), ot ¢ =

1 et x a été fixé a 3. On note

que dans l'intégrale de convolution
I'intégration est effectuée sur y et
non sur z, qui est un parametre. La
forme de d/(r — y) montre que la 5
convolution fj;o dydl(x — y)fly) =

(0. % f)(x) donne une “dérivée lissée”

de f. Pour f(x) = coskzr on trouve

par exemple fj;o dyol(z — y)f(y) = EIGURE IV.1. Lels fonc-

— exp(—k?*€?/2)k sin kx, ce qui devient tions dc(x — y) et o (v — y)

f'(z) sie = 0.Onnote que (0. *1)(z) = pourz =3ete=1.

Oet (0l xz)(x) =1, tel que (6. * f)(z) =~ f'(x) si f varie peu a I’échelle de i.(.),
tel que f(y) = f(z)+ f'(z)(y — x). Dans la limite ¢ — 0 les approximations sont
strictement valables, tel que lim,_,o(d! * f)(z) = f'(z).

0.4
0.3¢
0.2¢
0.1f

-0.1¢
-0.2¢

2.5. Equation de Schrédinger dans la base {|z)}. Les résultats obtenus
dans les paragraphes précédents nous permettent de trouver la forme matri-
cielle d’autres opérateurs, par exemple pour 1'opérateur de Hamilton dans la
base des {|z)},

(IV.96)

ou V(x) est I'énergie potentielle. Pour simplifier les formules, nous nous li-
mitons a la description d’une particule quantique en une dimension. On voit
facilement que la représentation matricielle de I'opérateur de Hamilton
mene a la forme classique de 1’équation de Schrodinger, sil’on part de sa forme
abstraite,

ihoy| (1)) = Hy(t)) (IV.97)

Multiplication scalaire avec |z) et insertion de la relation de fermeture
[T dx' |2} (2’| = 1 donne d’abord

ihoeo) = [ " de! (al Hla) ()

—00
H(z,x')



50 4. DESCRIPTION FORMELLE DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

ce qui est I’équation de Schrodinger sous forme matricielle,

—+00

i (x, £) = / de’ H(z, ' Yo(o, 1) (IV.98)

—00

Avec ceci devient
+o0 h2 H?
ihop(z,t) = / dx’ ({——— + V(x)} Sz — x’)) (2, t)

—00

- /:O da’ ({—%% + V(x’)} o(z — l”)) U(a', 1)

+o0 ]‘,—LZ @2
- /_ dz' 6(z — ') {—%axﬂ + V(m’)} (2 t)

[e.9]

La forme matricielle (IV.98)) de 1'équation de Schrodinger est donc effective-
ment équivalente avec la forme bien connue (voir Eq. (I11.10))

ihow(z,t) = {—h—m— + V(:c)} (1) (IV.99)

L’opérateur différentielle entre les accolades est souvent appelé 1’opérateur de
Hamilton, mais il faut souligner qu’il ne s’agit ni de la forme matricielle reliée
a la base {|x)}, ni de la forme abstraite dans laquelle n’apparaissent que les
opérateurs p et = et VV(2), sans faire référence a une base quelconque.

2.6. Equation de Schrodinger dans la base {|p)}. Au lieu d’utiliser une
représentation matricielle des états et des opérateurs dans la base {|z)} on
peut utiliser celle des états {|p)}, qui sont les états propres de 'opérateur de
la quantité de mouvement. Avec (IV.85) et (IV.89) on a la représentation matri-
cielle suivante pour 'opérateur de Hamilton,

H(p,p') = {% + V(iﬁap)} o(p—1p) (IV.100)
On suppose que le potentiel peut étre développé en une série de Taylor,
V(z) = i %x",
n=0
tel que
V(iho,) = io% V(:!(O) (th0,)" (IV.101)
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En analogie avec le calcul pour la base {|z)} on trouve que I'’équation de
Schrodinger prend la forme

ihoh(p, t) = {Qp—m + V(map)} d(p,t) (IV.102)

2.7. Commutateur de 7 et p et de f(7) et p. Nous utilisons maintenant les
résultats précédents afin de montrer d’abord pour 'exemple des opérateurs
et p que l'ordre d’opérateurs n’est en général pas commutative. Ceci n’est pas
étonnant, car les opérateurs en mécanique quantique sont représentés par des
matrices, et la multiplication matricielle n’est pas commutative. Calculons la
représentation matricielle du commutateur

[, p] = &p — p@ (IV.103)

qui est donnée par
+o0o
Tp — pI <> / d:c”{X(x, 2 VP(2", 2" — Pz, 2") X (2", x’)}

= /+OO dx”{x(S(x — ") [=ihdmd(a" — a")] — [—ihd0(x — 2")]|2" 5 (2" — x’)}

= x{—1hd,6(x — 2")} + {ihd,6(x — z) }2'
= —ih0{xd(x — 2")} + 0(x — 2)ihd,x + {ihd0(x — ')}’
= —ihd,{2'0(x — 2")} + 0(x — 2)ih + [1hd.0(x — a)]a’
= {—ihd,0(z — 2") }a’' + §(x — 2')ih + [ihD,0(x — 2')]’.

Le premier et le troisiéme terme s’annulent et on trouve alors

2, ] < ihd(z — ') (IV.104)

ou bien

[Z,p] = ikl (IV.105)

Le résultat peut étre facilement généralisé au cas ot & est remplacé par une
fonction f(2). La représentation de cette fonction dans la base des {|x)} étant

f(@) + f(z)o(xz — ), (IV.106)
on trouve
[f(2),p] < z'hag;) o(x — ') (IV.107)
ce qui est équivalent a
[f(2),p] = hagf) (IV.108)
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Les résultats obtenus ci-dessus seront utiles pour établir la forme générale des
équations du mouvement pour les valeurs moyennes d'un opérateur (voir sec-
tion 3| et TD Espace vectoriel unitaire 11, exercice 4).

3. Solutions formelles de I’équation de Schrédinger

3.1. Opérateur d’évolution dans le temps. On part de 1'équation de
Schrodinger dans la forme abstraite

ihoW(t)) = HIp(1)) | (IV.109)

Si H # H(t), une solution formelle peut étre donnée,

(1)) = exp(—iH[t — to] /)¢ (to)). (IV.110)

Introduisant I'opérateur d’évolution dans le temps,

U(t,to) = exp(—iH[t — to]/h) (IV.111)

on peut donc écrire

(1)) = U(t, to)|1(to)) (IV.112)

L'opérateur U(t,t,) est unitaire, car H est hermitien (voir Sec. [1.9), et par
conséquent

Ut to) = U\t to) = Ulto, t) (IV.113)
On note que
dU(t,tg) i o~ i -
—a = —ﬁHU(t,to) = —i—iU(t,to)H, (IV.114)
dU (¢, o) it N AP
— 22— Ut te)H = —HU (¢, ). IV.115
dt hU ( 9 0) h U ( Y 0) ( )

3.2. Théoréeme de Ehrenfest. On dérivera maintenant les équations du
mouvement de la valeur moyenne d’un opérateur A quelconque. Partant de

(A) (1) = WOIAR(1) = (U, o) (to) AU (1, to)1 (1))
= (Y (t0)|U (. to) AU (t, to) [¢:(t0)),



3. SOLUTIONS FORMELLES DE L’EQUATION DE SCHRODINGER 53

on trouve par différentiation par rapporta ¢

dU (L, 1)
dt

00 = e { v ey

(o) {U*<t7t0>%0<mo>} (1))

t

+ (W(to) {U*@,to)AW} (i),

supposant que A dépend explicitement du temps. Avec dIV.114[) et (]IV.115[) ceci
devient

%<A> () = (¥(t)] {%UT(t,to)ﬁAmt,to)} [¥(t0))

. OA -
+ (¢ (to)] {UT(tto)—tU(t;to)} |4 (t0))
- W {01 AL O 1)} ().
ou bien p .
G0 = WO §17. 4+ A} o) (v.116)

Utilisant la définition d"une valeur moyenne on trouve alors que

d, i P oea .

A6 = LU, A + oy (IV.117)

Ceci est le théoréme d’Ehrenfest, qui porte le nom du physicien autrichien Paul
Ehrenfest (1880-1933). A
Sil'on définit 'opérateur Ay (t) par

Ap(t) = Ut (t,t)AU(t, to) (IV.118)
I'expression (IV.116) peut étre écrite dans la forme alternative
d, . dAp(t
31w = wo 220, (v119)

dAp(t)  0An(t)
dt Ot

Cette représentation de la dynamique quantique correspond a I'image de Hei-
senberg, ol les opérateurs définissent 1’évolution des valeurs moyennes dans
le temps — au contraire a I'image de Schrodinger (IV.117), dans lequel cette

+ %[H Ap(t)] (IV.120)
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évolution est portée par les états, a part une éventuelle dépendance explicite

d’un opérateur, tel que 9,4 # 0. Il convient de souligner que est juste
une autre formulation de la relation (IV.117), dans laquelle les opérateurs et
non les états dépendent du temps. La valeur moyenne méme ne dépend pas
de I'image utilisée.

Si 'opérateur A ne dépend pas explicitement du temps, on a

dAg(t) i i~ S
= —[H,Ag(t)] = U (t,to)[H, AU (¢, t0o).
dt h[ ) H( )] hU ( ’ 0)[ ) ]U( ) 0)
Par conséquent
d(A)(t S
<d3€() =0&[H,A=0 (IV.121)
en accord avec I'image de Schrédinger (IV.117). On note que
d{H) (1)
=0 V122
2 o, (IV.122)
car [H, H] = 0. Comme en mécanique classique, I'énergie est une constante

du mouvement si I'opérateur de Hamilton ne dépend pas explicitement du
temps. On note aussi que Hy = H.

3.3. Equations de mouvement d'une particule quantique. Les résultats
obtenus dans les sections précédentes permettent d’établir les équations de
mouvement d’une particule quantique qui sont I’analogue des équations de
Hamilton en mécanique classique. Avec (IV.120) on a d’abord

dig(t) i -

D = S H du(t)], (IV.123)
dpu(t) @ .. .
= —[H IV.124
ot1 [ est 'opérateur de Hamilton, qui est supposé d’avoir la forme classique
A 132
H=_—+V(2) (IV.125)
2m

On calcule d’abord le commutateur [H, 5 (t)],

(H,&y(t)] = [H,UT(t, t0)2U(t, to)] = UT(t, to)[H, 2]U (L, to)

~2
0t 1) [;’—m V(@) ] 0(t,10) = U1 (1, 10) [§—m ] Ut 1)

Ici on utilise que £ commute avec toute fonction de 2. Quant au commutateur
restant, on a

%3] = % — 2p° = p(pi — &p) + (p& — &p)p = —pl&. B] — [, Plp = —2ihp.
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Par conséquent

dig(t) i ] ) & putl)
u(t) = —UT(t, o) [f—m,x] Ul(t,to) = UT(t,to)%U(t,to) = plir(b )

dt h

Dans l'équation de mouvement pour py(t) apparait le commutateur
[HvﬁH(t)]l

[H, prr(t)] = [H,U(t,t0)pU (t, to)] = U (t, to)[H, plU (t, to)

~2
= Ut to) B’—m + V(ﬁf),ﬁ] Ut to) = UT(t, to) [V(2), 5 Ut o).
On note que p commute avec toute fonction de p. Avec (IV.108) on obtient
dpu(t) i, N AT - oV (z) - oV (im(t))
R = Ut ) [V Ult, tg) = —UT(t,t Ult, ty) = ————~
dt h ( ) 0)[ (I’),p] ( ) 0) ( ) 0) 852’ ( ; O) 0§7H(t)

En résumé, les équations de mouvement dans 1'image de Heisenberg
prennent la forme

dt m
dpg(t) OV (Tu(t))
dt 9iu(t) (Iv-127)
Pour les équations de mouvement des valeurs moyennes on obtient
d(z)(t D (¢ D
A0 — et {2242 ) = o { 2 oo (v.128)

A — ot { T ) = — ool { 52 ooy avaze)

ce qui peut étre combiné sous la forme

) _ @) (IV.130)
d(p) oV (z)
dt < 0% > (v-131)

Ces équations de mouvement correspondent aux équations de Hamilton de la
mécanique classique,

, (IV.132)
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ou H(p,x) p?/(2m) + V(x) est la fonction de Hamilton et {f, g} =
(0f/0p)(0g/0x) — (Of/Ox)(Dg/Op) est le “crochet de Poisson” de f et g. On
note la correspondance

LU ) & {1, ) (V134

3.4. Description classique. Supposons que le potentiel varie peu a
l'échelle de l'incertitude ((Z — ()1)?). Dans ce cas on peut approcher

V(#) = V((@)1) + a\gggﬁ) (& — (z)1) + %%j(;))(x —(x)1)?|  (IV.135)
tel que
<aV(§;)> V(@)
BE ()

Avec ceci les équations de mouvement (IV.130) et (IV.131) prennent la forme

d(@)(t) ()

- z, (IV.136)
dip)t) _ 9V((#))

a i (IV.137)

Ici (z)(t) et (p)(t) jouent le role des trajectoires x(t) et p(t), respectivement,
d’une particule en mécanique classique. Ces réflexions montrent pourquoi
un électron dans un accélérateur, ot I'approximation (IV.135) est bonne, peut
étre décrit dans le cadre de la mécanique classique (éventuellement relati-
viste), bien qu'un électron dans un atome doit étre décrit dans le cadre de la
mécanique quantique.

3.5. Développement de |¢/(t)) en états propres de H. On consideére un
opérateur de Hamilton qui posséde un spectre discret d’énergies propres,

Hlu,) = E,|uy,) (IV.138)
dont les états propres forment une base orthonormée,
(ug|tn) = Ogn. (IV.139)
Dans ce cas la solution de I"équation de Schrédinger,
ihoW(t)) = HJ(t)), (IV.140)
peut étre développée en la base {|u,)},
[W(8)) =D ealt)lun) (IV.141)

n
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L'insertion de la forme (IV.141) pour |¢(t)) dans I’équation de Schrodinger,

Zﬁat {Z ck(t)|uk>} = H {Z ck(t)|uk>} = ch(t)Ek’Uk>’

k k k

et multiplication scalaire avec |u,) méne a un systeme d’équations
différentielles découplées pour les coefficients ¢, (t), car on peut utiliser 1’ortho-

normalité (IV.139) des états {|u,)},
ihOcn(t) = Encn(t).

La solution est

cn(t) = cn(0) exp(—iE,t/h) |, (Iv.142)
out les valeurs initiales sont données par
cn(0) = (un|(0)) (IV.143)

Du point de vue pratique, on souhaite connaitre la solution de I'équation
de Schrodinger dans une base donnée, par exemple (x| (t)) = ¢(z,t). Dans
ce cas on doit alors résoudre le probléeme stationnaire (IV.138) dans la base
{|z)}. Définissant u,(z) = (z|u,), on obtient avec les résultats de la Section[2.5]
I'équation de Schrodinger stationnaire

{_h_23_2 + v(x)} () = Eytiy () (IV.144)

Avec (IV.142) la solution générale prend la forme
Yo, t) =Y en(t)un() (IV.145)

n

ou les coefficients ¢,, ont la forme (IV.142) et leurs valeurs initiales sont données
par

+oo
nl0) = (wa6(0) = [ o Cunfa)al(0))
ou bien par
cn(0) = /+OO dzu) (z)(z,0) (IV.146)

Afin de connaitre la solution |¢)(i)) dans la base {|p)} on doit résoudre le
probleme stationnaire dans la base {|p)}. Les fonctions i, (p) = (p|u,)
sont la solution de I’équation de Schrédinger stationnaire (voir section[2.6|pour
I’hamiltonien)

{QP - wmap)} iin(p) = Eniin(p) (IV.147)

m
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Avec ceci on écrit a la place de (IV.145)

D t) =D cn(t)iin(p) (IV.148)

n

Les coefficients ¢, gardent la forme (IV.142) et leurs valeurs initiales sont
données par

400
ea(0) = {un|(0)) = / dp () (p|(0)),
ce qui devient
+o0 B
a(0) = / dp i ()4 (p.,0) (IV.149)




Chapitre 5

Oscillateur harmonique

L’oscillateur harmonique qui sera traité dans ce chapitre est un des
systemes modeéle en mécanique quantique qui posséde une solution analy-
tique et qui est la “brique de base” pour le développement de modéle plus
complexes, notamment pour la description de la dynamique des cristaux, et
pour les vibrations internes de molécules. On traitera ce systéme modele par
les méthodes de la mécanique ondulatoire et par une méthode qui est basée
sur 1'algeébre des opérateurs.

1. Approche par mécanique ondulatoire

Nous considérons une particule quantique qui effectue des mouvements
dans un potentiel parabolique,

1
V(z) = §mw§ 7 (V.1)

ol m est sa masse et wy sa fréquence propre (pulsation). On note que K = mwj
est la constante de force de l'oscillateur. L'opérateur de Hamilton prend alors
la forme

i 1
=2 4 s (V.2)

Suivant les développements de la section (3.5), on cherche la représentation
Y(z,t) = (z|(t)) dans la forme

Y, t) = enlthun (@), (V.3)

ot les fonctions u,, (=) sont des solutions de I"équation de Schrodinger station-
naire

2 62
{_h__ ; lmwéaf} (1) = Bytn(2) (V4)
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et c,(t) = ¢, (0) exp(—iE,t/h). En introduisant les variables sans dimension

2
=175 (V5)
Ly
€n = mo (V.6)
I’équation différentielle (IV.144) peut étre mise dans la forme
2
@+ (-5 ) enl =0, V)

ol ¢, (E) = un(z(€)) et ¢'(€) = dp(§)/d¢.
La forme de I'équation de Schrodinger stationnaire peut étre com-
parée a I’équation différentielle

" 1 22
y'(2) + vto- T y(z) =0 (V.8)
dont la solution est [7]
Y(z) = c1Dy(2) + caD_py_19(i2). (V.9)

Ici D,(z) sont les fonctions du cylindre paraboliques (fonctions de Weber-
Hermite), c; » sont des constantes et z et v peuvent étre complexes. Afin que la
solution y(z) puisse étre interprétée comme fonction d’onde, elle doit vérifier
lim, 1o |y(2)> = 0, pour un argument z réel. Seule la fonction D, (z) a cette
propriété si v est entier. Dans ce cas

D,(z) = exp(—2*/4)He,(2), v=0,1,2,..., (V.10)

ou He, (%) sont des polyndmes définis par

v

He,(2) = (—=1)" exp(z%/2) jz”

Les premiers polyndmes sont Hey(z) = 1, He; (2) = z, Hea(2) = 2°—1, He;(z2) =
z (2% — 3). Ceci montre que la solution de (V.7) est donnée par
on(&) = exp(—€*/4)He, (), n=0,1,2,... (V.12)

€n =1+ % (V.13)

Pour la solution de I’équation de Schrodinger stationnaire on obtient alors

exp(—2%/2). (V.11)

2
Uy () = Cp exp (—%ﬁ) He, (:c ";“’0) S on=0,1,2,...| (V14)

= (n + %) huwo, (V.15)
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) U (1) N g ()
. -—n=3
\V | o
——— . — o — —-n=1
——————— - - -—=—==n=0
potentiel
0 x 0 > X

FIGURE V.1. Quelques fonctions propres de 1’oscillateur harmonique
quantique (selon [2]).

ou C,, sont des constantes de normalisation,

T rmw 1/4
cn_ﬁ(ﬁ> . (V.16)

Quelques fonctions u, () et leurs carrés sont montrées dans la fig

Y}

Pour l'oscillateur harmonique et 1’énergie cinétique, T'(p) = p?/(2m), et
l'énergie potentielle, V() = mwyz?/2, sont des fonctions quadratiques dans
les arguments respectives, ce qui mene a une parfaite symétrie entres les
opérateurs hamiltoniens dans les bases {|z)} et {|p)}, respectivement. Si on

s’intéresse a la fonction d’onde ¢ (p, t) = (p|t(t)), on aura a la place de (V.3)

b(p,t) = calt)in(p), (V.17)

2. Solution dans la base {
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ot les fonctions 1, (p) = (p|u,) sont les solutions de I'équation de Schrédinger
stationnaire dans la base {|p)} (voir section 3.5 pour la forme générale)

2 2 2 42
P mhiwg 07 | .
{% R : a_pg} U (p) = Entin(p) (V.18)
Avec les substitutions
2
0 = V.19
il (V.19)
E
S — V.20
o = (V.20)
I’équation (V.18)) se transforme en
02
Pn(0) + (En - Z) en(0) =0, (V.21)

ol p,(0) = u,(p(0)) et ¢’ (0) = dp(6)/df. Comme (V.21) et (V.7) ont une forme
identique, la solution pour ¢,(6) est donnée par (V.12), £ remplacée par 6, et
en=n+1/2(n=0,1,2,...). Par conséquent

2 2
Un(p) = Cy exp (— 277577@0) He, (p mhwo) , n=0,1,2,... (V.22)
E, = hwy (n + %) : (V.23)

Ici les constantes de normalisation sont données par
1 1 1/4
C,=—|—— ) V.24
Vn! <7rhw0m) ( )

On retrouve donc bien les mémes énergies propres que pour la représentation
de la solution dans la base {|z)} et, en remplacant = par p, la figure [V.1|{s"ap-
plique également aux fonctions @, (p).

3. Méthode des opérateurs d’échelle

3.1. Opérateurs d’échelle. Dans le cadre de la mécanique classique
I'opérateur de Hamilton de 1'oscillateur harmonique,
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ourrait étre factorisé dans la forme H = wpa'a, ou
t étre fact dans la f H = wyal

. mwy .. 1 R
= + , V.25
“ 2 * W 2mw0p ( )
gt = [0 L V.26
a > T (V.26)
mais comme [, p] # 0 on obtient
woild = wo )T - L 5) (/M54 L
0 -0 2 meop 2 \/2mw0p
1 R in N A ]52
B AR A Ot
Avec ip — pi = [&,p] = ik, I'opérateur de Hamilton s’écrit alors
N huwg
H = wya'a + 701 (V.27)
Avec l'identité
[a,a] = Al (V.28)
et la régle de calcul
[AB,C] = A[B,C] + [A,C)B (V.29)
on dérive les relations
[a'a,a'] = a'[a,a'] + [af,a') a = ha'
——
=0
[a'a,a) = a' [a,a) +[a!, ala = —ha,
~—
=0
qui montrent que les opérateurs a et a' vérifient les relations
[H,a"] = hwoa, (V.30)
[H,d] = —hwy. (V.31)

La signification de la désignation “opérateur d’échelle” pour a et a' devient
claire par les considérations suivantes. Partant de I'équation de Hamilton sta-
tionnaire,

ﬁ|un> = E,|uy,),

on trouve par application de a par la gauche

dI:I|un> = ]:I&|un> + [a, f]]|un> = ]:]d|un> + hwoa|u,) = Enaluy,),
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ou bien

H{alun)} = (Bn — hwo){alun)} (V.32)
Pour a' on trouve de la méme facon
atHu,) = Hallu,) + [af, H|u,) = Hallu,) — hwolun) = Enallu,),

et par conséquent

H{aju,)} = (B + hwo){a'|u,)} (V.33)

Si |u,) est un état propre de H et E, est la valeur propre associée, d|u,) et af|u,,)
sont des états propres qui correspondent, respectivement, aux valeurs propres
E, — th =k, 1etE, + th = En-l—l/

alup) o< [up—1), (V.34)

0|t [t 1). (V.35)

On appelle a opérateur d’annihilation et ' opérateur de création. Il faut souligner
que les états a|u,,) et a'|u,) ne sont pas normalisés a 1 et donc seulement pro-
portionnels a, respectivement, |u,_1) et |u,41).

Afin que 'énergie de l'oscillateur harmonique soit bornée vers la bas, il
doit exister un état fondamental, |u), tel que

alug) = 0. (V.36)
En appliquant H sur cette état on trouve avec 1)
- hw
Hlug) = = uo). (V.37)

L'énergie associé a I'état fondamental est donc Ey = fuvy/2 et la relation (V.33)
montre que les valeurs propres de H sont données par

E, = (n + %) hwo (V.38)

3.2. Construction des états propres de H. Afin de construire tous les états
propres de H a partir de 1’état fondamental, on calcule d’abord les normes de
alu,) et de a'|u,). Partant de l'état |u,) qui vérifie la condition de normalisa-
tion, (u,|u,) = 1, et de I'identité

(up|a'alu,) = nh,

qui suit de la forme (V.27) de H, on trouve que

lafun)||* = (unlatalu,) = nh.

Ceci montre que
1

|un—1> = m

afun) (V:39)
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vérifie la condition de normalisation, (u,|u,) = 1. La norme de af|u,) est
donnée par

%) ? = (ot ) = G { @+ 3, 8 fs) } = (m+ 1)
=
=hl

et par conséquent
1
_ it
Upi1) = ———a'|uy, (V.40)
[tnt1) (EL |un)
est également normalisé, (u,11|u,11) = 1.
Maintenant on peut appliquer la formule (V.35) d"une maniere récursive
afin de construire |u,) a partir de |u,_1), |u,—1) a partir de |u,_s), etc, et finale-
ment |u;) a partir de |up). Le résultat est

|up) = (a")" |uo) (V.41)

3.3. Construction des fonctions propres u,(z). Par définition, 1’état fon-
damental vérifie la relation (V.36),

A [mwg . 1 R
CL|U0> = { 5 OJ} + \/mp} |’LLO> = 0. (V42)

Dans la base {|z)} ceci devient

{7504 e (-ih01) funfo) =0

ce qui est équivalent a

mwy 0
- =0. 4
{ - x—l—ax}uo(az) 0 (V.43)
Ici ug(x) = (x|ug). La solution de I'équation (V.43) a la forme
mw
up(z) = Cpexp (—2—h0x2) , (V.44)

ol la constante de normalisation C| est déterminée par la condition (ug|ug) =
+o0 * .
J_ 7 daug(x)*ug(x) = 1. Ceci donne

%:(%%f@ (V.45)

On retrouve donc bien la solution uy(zr) donnée par (V.14) et (V.16). Utili-
sant (V.41) on obtient pour u,(z),

1 MWy h 2"
“n(x):\/m{“ 5 x—m%} up () (V.46)
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4. Dynamique de l’oscillateur quantique

4.1. Equation de mouvement pour (Z)(t). A cause de la forme parabo-

lique du potentiel V(z), la forme générale (IV.130}IV.131) des équations de

mouvement pour () et (p) devient pour 1'oscillateur harmonique

WD) — iy 3. (V.48)

On note que pour l'oscillateur harmonique 1’approximation (IV.135) est exacte
et (2) et (p) jouent le role des coordonnées z et p dans 'espace de phases d'un
oscillateur harmonique classique. A partir de et on obtient en par-
ticulier I’équation de mouvement pour (Z) seule,

—
T ity =0 (V49)

qui a la solution

. . d(z) sin wyt
(510) = ()0 cosent + T | =2
ou bien
(@)(1) = (2)(0) cos wot + %%ﬁot (V.50)
Avec on obtient
(P)(t) = (p)(0) cos wot — mwo(Z)(0) sin wot (V.51)

Les valeurs initiales des valeurs moyennes sont données par (voir section [2.3)

@0 = [T or = [ aieomieo,  ws
$)(0) = / " dppld(p, 0)F = / e (0, 0) (—ih0) (e, 0). (V53)

4.2. Calcul direct de (z)(¢). Partant de la représentation

(1)) =D calt)lun)
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ol ¢, = (uy,|1(t)) la valeur moyenne (%) peut étre exprimée par

(@)(t) = (W®O)I2[¢ () = (V(0) 2 (8)]4(0))
= D (WO ) (|1 (£) [t ) (i [4(0))

= Zexp(—i[En — Bt /1) (4 (0) [t ) (| Z[un) (un|1(0))
= exp(—i[En — Bt /R (0)cn(0) (tt ).

Ici on utilise la définition ([V.118) d"un opérateur dans I'image de Heisenberg,
posant ¢, = 0. Avec ceci

U(t,0)|up) = exp(—iHt/h)|uy) = exp(—iEyt/h)|u,).

Définissant les éléments de matrice

Tonn = (U |T|Un) (V.54)

et les fréquences (pulsations) de transition

W = @ (V.55)

la valeur moyenne de la position prend la forme

(@) (1) =Y Ty exp(iwmnt)c, (0)cn (0) (V.56)

Afin de calculer les éléments de la matrice (,,,) on exprime & par a et a'.

Utilisant les définitions (V.25) et (V.26) on obtient

1
2muwyg

Avec les relations (V.39) et (V.40) on a
(Up|a|un) = Vnh (up|u, 1),

(a+a). (V.57)

T =

(@) = /(0 A+ D (1),

tel que

A
o = 1] {\/ﬁ(sm,n,l fVnrl 5m,n+1} (V.58)
2muwyg
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L'insertion de cette expression dans (V.56) donne d’abord

(#)(t) =
V gw?wo > {00V + T explisst) + ¢y (0)en(0) v/ exp(—iwit) }

Comme c_; = 0, il suit que

> e 1(0)en(0)v/n exp(—iwot) =Y ¢ 1(0)en(0)y/n exp(—iwot)
Y A0 (0)VE T exp(—iot).
k=0

En renommant £ — n on obtient finalement

@1 =1/3 HZO Y 2R {c;l(())cn(())\/n 1 exp(iwot)} (V.59)

Les valeurs initiales des coefficients ¢, peuvent étre exprimées par (TV.146)
ou par (IV.149). Utilisant encore une fois 1'équation de mouvement (V.47) on
trouve que

(B (t) = 4 /mZ“’O Y 2R {z ¢ 1 (0)en(0)v/n + 1 exp(iwot)} (V.60)

On voit que (Z)(t) et (p)(t) = 0 si la condition initiale pour l’oscillateur est un
état propre |u)y, tel que ¢, (0) = d,%. Dans ce cas ¢, et ¢,;1 ne peuvent pas étre
non nuls en méme temps et et disparaissent. Ceci suit aussi de la
symétrie du potentiel, V(—z) = V(z), qui fait que |u,(z)]* et |a,(p)|* sont des
fonctions paires, tel que (z)(t) = [ draly(z,t)]> = [T draju,(z)|* = 0 et

() (t) = [ dppld(p, )2 = [72° da pliin (p)|? = 0. Dans la base {|z)}




Chapitre 6

Mouvement dans l’espace

Dans ce chapitre on traitera le mouvement d'une particule quantique ponc-
tuelle dans I'espace. Dans ce contexte, on traitera en particulier le mouvement
dans un potentiel de symétrie sphérique et le moment cinétique du point de
vue de la mécanique quantique. Les applications sont I’atome d’hydrogene et
l’oscillateur harmonique en trois dimensions.

1. Equation de Schrodinger dans I’espace

Dans le langage des opérateurs, 1'équation de Schrédinger d"une particule
ponctuelle qui effectue un mouvement dans l’espace tridimensionnel dans un
potentiel V (r) garde la forme générale

ihd (1)) = HIv(t), (VL)
avec I’hamiltonien
-2

A~ p N
H=—+V(). VI.2
> V) (V12)

Ici p = poe. +pyey +p.e. etc., et p* = p2 +p +p2. En analogie avec le traitement
du cas du mouvement unidimensionnel, on utilise les bases |r) = |z) ® |y) ® |2)
et |p) = |p.) ® |py) ® |p,) afin de dériver des équations d’onde. Les relation
d’orthonormalité sont a généraliser en

rlt"y =0(r —1') =0(z — 2")o(y — y')o(z — 2'), (VL.3)
(plp’) = d(p — ') = d(px — ,)d(py — P},)d(p= — pL). (VL4)
Pour les représentations matricielles des composantes de 7 et p on a
(r|fg|r’) = red(r — '), (VL5)
(r|pg|t’) = —iho,, d(r — '), (VL6)
(pI7k|p’) = ihdy,0(p — P'), (VL7)
(Plpe|p’) = ped(p — P'), (VL8)
ou ri,pr (k = 1,2,3) sont les composantes de r et p, respectivement. En

généralisation de (IV.104) et (IV.105) on a

(75, D] <> ihdj0(r — ') (VL9)

69
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ou bien

[P, Pk] = ihdj (VL.10)

Définissant maintenant la fonction d’onde ¥ (r,t) = (r|i(t)), on obtient
I’équation de Schrodinger sous forme d'une équation d’onde,

hdy (r,t) = {—%A + V(r)} Wb(r,t) (VL11)

Ici A = 07 4 02 + 07 est le Laplacien en coordonnées cartésiennies.

2. Potentiels de symmétrie sphérique et moment cinétique

On considéra maintenant des aspects généraux de la solution de I'équation
de Schrodinger (VL.11) pour le cas des potentiel de symétrie sphérique, V (r) =
V(|r[), qui a une importance particuliere pour les applications.

2.1. Dynamique classique en coordonnées cartésiennes. D’apres les lois
de la mécanique classique, la force sur une particule ponctuelle dérivée d'un

potentiel de symétrie sphérique, V = V(r) (r = /22 + 42 + 22), a la forme
_oV(r) r

or |r|
r=xe,+ye,+ ze, etle vecteur de position de la particule, exprimé dans une

base euclidienne. On montre facilement que le moment cinétique, L = r A p
(p = mr, dont les composantes par rapport a la base {e,, e,, e.} sont données

F=_-VV-= (VL12)

Lx = YDz — 2Dy, (Vll?’)
L, = zp, — xp., (VL.14)
L. = apy = ype, (VL15)
est une constante du mouvement dans potentiel de symétrie sphérique.
dL dp
— =rA—=rAF=0
a ~ a7 !

car F ocr.

Si 'on définit des matrice de colonne r, p, L, qui contiennent les com-
posantes des vecteur respectifs par rapport a la base {e,, e, e.}, I'énergie
cinétique d"une masse ponctuelle peut étre décomposé de la maniére suivante,

m m m
T:5|i~|2:§f-P-1‘+51‘-Q-1’° (VL.16)

(. s (.

¥ X
ou P = r - r’/|r|? est un projecteur sur la direction der et Q = 1 — P le pro-
jecteur sur 1’'espace orthogonal des mouvements rotationnels. Ces projecteurs
vérifient les relations générales de projecteurs, P2 =P, Q> =Q,P" =P,
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QT = Q, et d’'une maniere évidente P + Q = 1 et P.- Q = 0. Les formes
matricielles correspondantes explicites sont

2

1 ¢ Ty T2
_ 2
P=rara| ™ Vv v, (VL17)
y rz yz 2°
1— 22 o Ty . Tz
12+y2+22 $2+y2~522 $2+y2+22
= R — _ Y _ yz
Q - $2+y2+22 1 $2+y2+z2 x2+y2+z2 . (VI.18)
o Tz . Yz 1 — 22
x2+y2+22 x2+y2+z2 1’2+y2+z2

L'utilisation de la forme ci-dessus des projecteurs dans la décomposition

(VI.16) meéne a

m(r-1)? |LP

T=— . VI.19
2 r]? 2m|r|? ( )
—_— =

T T

On voit bien que 7} et 7', correspondant, respectivement, aux mouvements en
direction de r et aux mouvements sur une spheére de rayon |r| constant.

2.2. Dynamique classique en coordonnées généralisées. Utilisant la for-
mulation variationnelle de la mécanique classique par Hamilton et Lagrange,
on dérive les fameuses équations de Hamilton [8],

qu 87'[

—_— = VI.20
dpk 8’H

—_— = VI.21

ol q; les coordonnées généralisées pour la description du probléme, p; sont
les quantités du mouvement associées, et H(p, ¢, t) est la fonction de Hamilton
qui représente 1’énergie du systeme. Elle est construite selon

H(p.a.t) = pudr — L(q.4.1), (V1.22)
k

ou L =T — V est la fonction de Lagrange, exprimé en ¢, et g, et les quantités
du mouvement sont obtenues par

o
pk_aqk'

Dans 'expression pour 'hamiltonien, les vitesses g, sont éliminées en

faveur des quantités du mouvement py, en utilisant la relation (VI.23).
Sachant que le mouvement d"une masse ponctuelle dans un champ central

V(r) s’effectue dans un plan, dont la normale pointe en direction du moment

(VI.23)
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cinétique conservé, le mouvement peut étre décrit en coordonnées polaires,
1, ¢, et la fonction de Lagrange a la forme

L= %(F +r2?) — V(r). (VI.24)

Avec (VI.22) et (VI.23) on dérive ’hamiltonien

2 3
H= 2m to 2t V(r). (VL.25)
Comme V' ne dépend pas ¢, il suit que
dp¢ 87'[
_— = —— = = L = . .
i 36 0 = py cste (VI.26)

Ici L est le moment cinétique conservé, et ’hamiltonien peut étre écrit comme
fonction de r et p, seul,

2

p2
H=1r 4 +V (r) (V1.27)

2m  2mr?
—_——

T

Exprimant l'énergie cinétique par gy, et g,

m L?
T__2
2r +2mr2’

(VI.28)

on reconnait la décomposition (VI.19) de I'énergie cinétique, qui est ici obtenue
d’une maniere naturelle par le choix des coordonnées ¢;, adapté a la symétrie
du probléme.

2.3. Opérateur du moment cinétique. En mécanique quantique, les com-
posantes du moment cinétique L sont représentés par

L. = 9p. — 2Py, (VL.29)
L, = 2P, — @ps, (VL30)
f)z = TPy — YPa, (VL.31)

et les représentations matricielles dans la base |r) sont par conséquent

(r|Ly|t") = —ih(yd. — 20,)0(r — t'), (VL.32)
(r|L,|r') = —m(za —20,)6(r — 1), (VL33)
(r|L,|r") = —ili(zd, — yd,)d(r —r'). (V1.34)
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Pour les considérations suivantes il est utile d’introduire des opérateurs
différentielles

Pz = Y0, — 20, (VL.35)
Py 1= 20, — 20, (VI.36)
Pz 1= 20y — YOy, (VL.37)

qui sont les générateurs d'une rotation infinitésimale dans 1’espace des fonc-
tionsder,

J(D(er€) 1) = f(r) + epnflx),  (ld <1). (VL38)
Avec ceci on obtient la représentation
(r| Lty = —ihppd(r —1') (VL.39)

pour les composantes du moment cinétique. Dans la suite on utilisera aussi les
opérateurs différentiels

Ly = —ikpy, p=u1,vy,z. (VL.40)

Les composantes du moment cinétique peuvent, bien entendu, aussi étre
représentées dans la base |p). Dans ce cas on obtient en analogie avec (VI1.32)

(pL.|p') = ih(p,0,. — p:0,,)5(p — P'), (VI.41)
(PILy|p') = ih(p-0y, — p:0,.)3(p — P, (VI.42)
(p|L.Ip) = ih(p,0,, — py0,,)5(p — D). (VL43)

En introduisant les générateurs d"une rotation infinitésimale dans 1’espace des
fonctions de p,

Pp. = PyOp. — P20, (V1.44)
Pp, = Pz0p, — PuOp. (V1.45)
Pp. = pxapy — PyOp,» (VL46)

on obtient en anlaogie avec (V1.39)
(p|Li|P') = ihpp,d(p — P). (V1.47)
2.4. Algebre du moment cinétique. On vérifie d’abord si le moment
cinétique est une constante du mouvement si V(r) = V(|r|), comme en
mécanique classique. Dans ce cas, on doit trouver [H, L;| = 0.Avec H =T+V,
on décompose [H, L] = [T, L] + [V, Li] et on calcule les deux derniers com-

mutateurs dans les bases |p) et |r), respectivement. On a d’abord

~

[V, Eill) = / B (e[ V") (| ) — / B (e L) (V). (VI48)
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Pour le premier terme un trouve

/ B (| e (2 Eale') = / BV ()5 — 1) {—ihppd(x” — 1)}
= —ihV (r)pro(r — 1),

et pour le deuxieme

/ & (x| Li|e”) (2| V |r') = / d*r" {~ihprd(r — ")} V(r")5(x" — 1)
= —ilppd(r — )V (') = —ilpe {0(r — r)V (r)}
= —ihV (r)prd(r — ') —ih{ppV (r)} o(r — 1').
1l suit alors de que
(x|[V, LI’y = —in{pV (x)} 6(x — 7). (V1.49)

Avec (VI.38) on voit que g,V (r) = 0 si V(D(eg,€) - r) = V(r), ie. si V est
invariant sous une rotation de l'argument r. Ceci est le cas si V (r) = V(|r|), et
on peut conclure

x|V, L)Yy =0, si V(r)=V(r| (VL.50)

Afin d’évaluer le commutateur [T, L;] on peut procéder de la méme fagon

que pour le commutateur [V, L], utilisant la base |p) au lieu de la base |r).
Ceci donne d’abord

(p|[T", Li)|p") = / d*p"(p|T|p")(p"|Li|p’) — / d*p" (p|Ly|p") (p"|T|p’), (VL51)

ott (p|T|p’) = T(p)d(p — p) et T(p) = p%/(2m). En utilisant les éléments de
matrice (VI.41)), on trouve en analogie avec (V1.49)

(pI[T, LiJlp") = ih {3, T(p)} 6(p — P'). (VL52)
Or, comme T'(p) = p*/(2m) = T(|p|), il suit que p,, T(p) = 0, et par conséquent

(p|[T, Li]lp’) = 0 (VL53)

En résumé, on peut conclure que

(A, L] =0, si V(r)=V(r| (VI.54)

Comme

~

il suit également que [H, L] = 0si [H, L] = 0, et par conséquent

[H, L] =0, si V(r)=V(r]) (VL55)
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ouL? = L2+ L2+ 2. Comme en mécanique classique, le moment cinétique est
une constante du mouvement si le potentiel possede une symétrie sphérique.
La loi de conservation est valable pour 'amplitude et pour chaque composante
du moment cinétique par rapport a une base euclidienne.

Utilisant les bases |r) ou |p), on trouve également les relations suivantes
pour les commutateurs entre les composantes du moment cinétique :

(Lo, L)

A

[I:k” LZ]

ihL., cycl (VL56)
0. (VL57)

montre 1'éq. (I1.5). Ceci confirme bien que le spin doit étre interprété comme
un moment cinétique intrinseque.

On note que (VL56) est aussi vérifiée par les composantes du spin, comme le

2.5. Dynamique quantique en coordonnées cartésiennes. Comme en
mécanique classique, 1'énergie cinétique d'une particule quantique peut étre
décomposée en une radiale et une partie angulaire. Cette décomposition se
fait par les projecteurs P et Q introduits dans (VI.17) et (VL.I8), respective-
ment. Partant de I’équation de Schrodinger (VI.11)) on écrit formellement

h2 h2
- — A=——(V-P.V4+V-Q-V, (VL.58)
2m 2m —/_’A N——
r Agq

ot la composante A, est explicitement données par

s {
€
x? +y? + 22

r =

202 + y20) + 2702 + 2002, + 22207, + 2y20;,
+ 220, + 2y0, + 220}, (VL59)
et la composante angulaire par

1 2 2\ 92 2 2 2 2 2\ 92

— 2zy0?, — 22207, — 2yz0?, — 220, + 290, — 220, } . (VL60)
Ty Tz yz Yy

De premiére vue, ces décompositions ne sont pas particulierement
intéressantes, mais l'identité
h? 12 p? L>

Ao = — = VI.61
om " 2m|r]?  2m]r|?’ ( )

ou p est donné par (voir egs. V1.46)
P = pz€r+ ﬁyey + p.€., (VI1.62)
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montre que I'équation de Schrodinger peut étre écrite dans une forme qui fait
sortir ’analogie avec la décomposition de 1'énergie dans la description clas-
sique,

LSy % + V(r)} o(r, ) (VL63)

ih@ﬂﬁ(t‘, t) = {—% omlr

2.6. Dynamique quantique en coordonnées généralisées. De la méme
facon que l'utilisation de coordonnées généralisées, adaptées a la symétrie du
probleme, conduit a une simplification des équations du mouvement qui fait
apparaitre les constantes du mouvement, ceci est le cas en mécanique clas-
sique. A cet effet on utilise des coordonnées sphériques. On ne peut pas utiliser
le jeu de coordonnées polaires, comme en mécanique classique, car I’analogie
du mouvement dans un plan perpendiculaire au moment cinétique conservé
n’a pas de sens en mécanique quantique, ot la particule n’est par définition
pas localisée. Avec x = rsinflcos¢, y = rsinflsing, z = rcos, le Laplacien
prend la forme

0?2 20 1[0 0 1 0?2
NP LI A A V64
0r2+rﬁr+r2{592+co 89+sin26’8¢2}’ (VL.64)
— - ’
T AQ

qui montre directement la séparation en une partie radiale et une partie angu-
laire. Utilisant que les opérateurs différentiels p,, p,, p. s’expriment

Pz = ih {cot 0 cos gbé% + sin qb%} , (VL.65)
b, = 1h < cot fsin ¢£ — oS ¢£ (VI.66)
Py = 96 20 [ '
0
h, = —ih—, V1.67
p =i (VL67)
en coordonnées sphériques, 1’équation de Schrodinger prend la forme
, h? L’
ihoy)(r,Q,t) = —%Ar + ST +V(r) p(r,Q,t) (V1.68)

ou Q= (0,0).

2.7. Séparation de variables. Afin d’étudier le mouvement d’une parti-
cule quantique dans un champ central, on part de 1’équation de Schr"6dinger
dans sa forme (VI.68), en utilisant la factorisation

Y(r,Q,t) = f(Hu(r)v(), ou f(t) =exp(—iEt/h). (VI.69)
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Avec ceci on obtient d’abord 1’équation de Schrodinger stationnaire,

{_h_;A,, PR V(r)} w(r)(Q) = Bu(r)o(Q), (VL70)

qui est résolue en deux étapes. La premiere est la solution de I'équation angu-
laire

L20(Q) = Av(Q) (VL.71)
qui ne possede de solutions que pour un spectre discret de valeurs propres,
A=1(+1)n? (VL72)
Les fonctions d’ondes associées sont
v(0,¢) = Yin (0, 9), (VL.73)
20+1 ,
Yim(0,¢) = 1 exp(ime) Py, (cos 6). (VL.74)
7
Ici Y, (.) sont les fonctions sphériques harmoniques et P,,(.) les polyndmes de
Legendre associés. Icil = 0,1,2,...etm = —[...l. Ils sont définis par
am
P () = (=1)"(1 = 2*)"*——Fi(x), (VL75)

out F(x) sont les polynomes de Legendre,
Py(xz) =1
Pi(x) =
Py(z) = % (3z% — 1)

Les fonctions Y}, (0, ¢) sont normalisées tel que

2T
/ / sin 0d0de |Yim (0, ¢)|* = (V1.76)
L'insertion de (VI.73) dans (VL.70) mene a 1'équation pour la partie radiale
279 20\ I+ )R
{—— (87‘2 + - . 87’) + W + V(T)} u(r) = EU(T) (VL.77)

qui peut encore étre réarrangée

2 20 2m ((l+1) _
{% + = 3 + ﬁ(E V(r)) — - }u(r) =0 (VL.78)
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3. Applications

3.1. Particule libre. Partant de I’équation (V1.78) on discute d’abord le cas
de la particule libre, i.e. V =0,

> 20 2mE I(l+1)
{w + or + P }U(T) =0 (VL.79)
La solution de cette équation différentielle a la forme générale
4 h
u(r) = Ciji(r/ro) + Coyi(r/ro), 10 = . (VL.80)
2mkE

ou ji(x) et yi(x) sont les fonctions de Bessel sphériques de premier et
deuxieme espece, respectivement. Les dernieres, étant singulieres a r =
0, doivent étre exclues comme solution d’une équation de Schrodinger,

car |Y(r,,0)> = |u(r)]?|v(Q)]* est une densité de probabilité, ce que
nécessite que u doit étre définie pour » > 0. Par conséquent, C; = 0 et
u(r) o< ji(r/ro) (VL.81)

On note pourtant que les solutions pour u(r) qui sont données par (VI.81) ne
sont pas normalisables pour £ > 0,

/ drr?|u(r)|* = 400 pour E > 0. (V1.82)
0

De la méme fagon que les ondes planes
correspondent au particules a quan- 9"
tité du mouvement précise, le fonc-
tions u(r) o j;(r/ro) correspondent au
particules & moment cinétique précis,
et dans les deux cas la fonction d’ode
ne peut pas étre normalisée, car une
particule libre ne peut pas étre localisée
d’apres la relation d’incertitude de

08}
06}
04}
0.2}

—-0.2}F

Heisenberg. Remarque : A l'intérieur FIGURE VI.1. Fonctions
d'un puits de potentiel, on pourrait d’onde radiale pour la
également considérer des énergies F < particule libre (noir : I = 0,

rouge:l =1, vert: [l = 2,

0, ce qui menerait a des valeurs 7y
bleue : | = 3).

imaginaires (voir la définition dans
I'eq. (VI.80)).

3.2. Atome d’hydrogéne. On considere maintenant le solution pour la
fonction radiale u(r) de I’équation (VL.78) pour un électron dans un potentiel
de Coulomb produit par le noyaux d"un atome,
1G] B Ze?

r Amey

(VL83)
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Ici —e est la charge de 1’électron et +Ze celle du noyau. A part la considération
du spin, on obtient ainsi un modele simple pour un atome alcalin. Comme
pour la solution générale dans le cas de la particule libre, la solution générale
de 1’équation comporte deux solution de base, dont une n’est pas
réguliere. La solution réguliere a la forme

u(r) o< exp(—ir/rq) L (—l -1- @, 2041, QZ—T) : (V1.84)
Bo To

Bo =1/ Eh, (VL85)
m

ou L(a, b, z) sont les fonctions de Laguerre généralisées [7]. Les fonctions u(r)
ne doivent pas seulement vérifier la condition de régularité pour r > 0, mais
également la condition lim, . |u(r)[* = 0. L'expression montre tout de
suite que £ < 0 est une condition, car

h

ro = —i———— = —i|ry|, VI.86

o = i = il (VL86)
. |2\ ,

o =iy A2 = iy, (VL87)

et par conséquent exp(—ir/rg) devient 1’exponentielle décroissante
exp(—r/|ro|). Le comportement du facteur L(.) doit aussi étre vérifié.
Toute croissance exponentielle peut étre exclue si L(.) est un polynome. Ceci
est le cas si le premier argument est un entier > 0,

i3

—l—-1-—=k k=0,1,2,.... (VL.88)
Bo
Ceci mene a
52
R
(k+1+1)
et si ’on introduit
n=k+1+1 (VL.89)
on obtient avec (VL.87)
m [ Ze?\* 1
E=——r — I.
2h2 (47‘(’60) n? (VL.90)
La relation (VI.89) montre effectivement que
n=12.., et 1=0,...n—1]| (VL.91)

Les fonctions d’onde radiales associées sont alors

2
Uy (r) o L (n 11,2041, —ﬁ) (VL92)
To
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La relation (VI.90) a été trouvé empiriquement par des expériences spectrosco-
piques sur des métaux alcalins.



Chapitre 7

Statistique quantique

Dans ce chapitre on tracera les bases de la statistique quantique, introdui-
sant d’abord 1’opérateur de densité qui est I’analogue du facteur de Boltzmann
de la physique statistique classique. L'opérateur de densité sera ensuite utilisé
afin de définir la distribution de Wigner, qui est une distribution dans 'espace
de phases qui ressemble a celle connue de la physique statistique classique. La
derniére section sera dédiée a la définition et aux propriétés des fonction de
temps temporelles, telles qu’elle sont sondées par différents types de spectro-
scopie.

1. Opérateur de densité

Nous avons vu que la valeur moyenne d"une observable A pour un systeme
dans un état |1)) est donnée par

(A) = (®|Aly). (VIL1)

On considére maintenant la situation ot le systeme considéré est avec une
probabilité p,, dans état |u),, otin = 0,1,2,.... La valeur moyenne observée est

alors une moyenne statistique sur les moyennes quantiques (u,,|A|u,),

o0

Z (| Alu,) (VIL2)

Les probabilités p,, doivent vérifier

> pn=1 (VIL3)

Dans la suite |u,,) dont les états propres de I’hamiltonien,
Hlu,) = Ep|uy) (VIL4)
et les probabilités one la forme
e PEn 1

81

Pn =
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et Z est la fonction de partition,
Z=> e (VIL6)
n=0
qui normalise les probabilités, tel que > >~ p, = 1. Le parametre kp est la

constante de Boltzmarm et T est la température en Kelvin. En introduisant
I'opérateur de densité

1 N
p= Ee*ﬂH (VIL?)
la module moyenne (VIL.2) peut étre écrite sous la forme
(A = tr { ﬁA} : (VILS)
ou “tr” dénote la trace d"une matrice. Utilisant que
plun) = pnlun) (VIL9)
on trouve en fait,
tr {,3,21} =3 (ualpAlun)
n=0
0 1 o0 e_BEn . L
— — BH A — A —
> 7wl Alun) = 32 7wl Alun) = T4

On remarque que

(VIL.10)

et que l'opérateur de densité est hermitien, p' = p.

2. Distribution de Wigner

La distribution de Wigner a été nommé d’apres E. Wignerﬂ et introduite
par lui en 1932, afin de définir une distribution dans 'espace de phases qui est
similaire a celle pour les systemes hamiltoniens classiques [9]. Elle peut étre
définie pour un état pur aussi bien que pour un mélange statistique d’états.
Elle permet par exemple d’écrire

. +oo  p+o0 2
wit) = [ [ apae (L4 v)) W,

o Wy(p, x) est la densité de Wigner associée a 1’état |¢)). Afin de garder les
formules si compactes que possibles on considéra ici un espace de phase de
dimension minimale, ot1 I'état d"un systéme hamiltonien classique est décrit

1. kp = 1.380649 x 1023 J/K
2. Eugene Paul Wigner, physicien théoricien hongrois, naturalisé américain, 1902-1995.
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par un point (z, p) dans 1’espace de phase, ot « la position d"une particule et p
la quantité de mouvement associée.

2.1. Définition pour un état pur. Pour un état |¢) la distribution de Wi-
gner peut étre définie en deux formes équivalentes. Si I'état |1)) est représenté
dans l'espace des positions, i.e. par une fonction d’ondes ¢ (z) = (z|¢), on
définit

Wo(p, o) = % /_ :o dy eFPVy* <x n %) " (m _ g) (VIL12)

une dépendance possible |¢)) du temps n’es pas explicitement indiquée ici.
En utilisant la représentation “quantité de mouvement”, qui est définie par la
transformée de Fourier z — p,

~ +OO

¥(p) = \/ﬁ / dx e~ 7P (), (VIL13)
+o0o

P(x) = \/ﬂ/ dpeh“’w( ), (VIL.14)

on dérive la forme équivalente

Wo(p, o) = % /_ :O du e Fee (p n g) b (p . g) (VIL15)

Preuve : Insertion de l'expression (VIL.14) dans (VIL.12) on obtient dans un

premier pas

I 1 Heo i - :
Wy(p,x) = — dy erPY / dp’ ei? (@+y/2) }
o) =5 /_oo Y {\/27rh 7 v
1 +OO 7 // -~
> d l/erp z—y/2) 1 }
{\/ 27Th /;oo b w(p )

+oo oo 1 +00 1 / 7/ 1 / "y -~ ~
27rh / dp dp” {271-71 / dy ery(P=(p'+p )/2)} e~ 7P’ —p )w*(p’)ﬁ,(p//).

5(p—(p'+0")/2)

Avec les nouvelles variables u = p’ — p” and v = (p' + p”)/2, qui menent a la
matrice Jacobi

Ou  Ou
. 8pl 8pll .
J = ( v v ) o (
ap/ ap//

), with |J] =1,

N= =

1
2
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n=0 n=1 n=2

o
£Z2
e
e e
ST AALLT

FIGURE VII.1. Distribution de Wigner pour les premiers états propres de
I’hamiltonien de l'oscillateur harmonique.

on obtient

Wy (p,x) = % /+OO /+0<> dudv §(p — v)e T (v + g) 0 <v _ g)

e (o4 2) i - )

1 too

" 27h o

en utilisant que p’ = v +u/2etp” =v —u/2.
2.2. Propriétés. Dans la suite seront listées les propriétés essentielles de la

distribution de Wigner :

e La fonction de Wigner est réelle.

Wy(p,x) = Wy(p, ) (VIL16)
Preuve : Il suit de l'eq. (VII.12) que

Wy (p,z) = %/_m dy e~ HPYq) <x+ g) " (x_ %)

+oo
et avec le changement de variable y — —y on obtient

. 1
Wi (p,z) = ﬁ/

—00

+o0 )
dy enPYs) (x — %) (U (a: + g) = Wy(p,z)O

La fonction de Wigner n’est en revanche pas forcément positive et ne
peut donc pas étre considérée comme ne vraie densité de probabilités.
La figure illustre ce point pour les distributions de Wigner qui
sont associées avec les premiers états propres de 1’hamiltonien de 1'os-
cillateur harmonique.
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e Distributions marginales et normalisation. La fonction de Wigner est
normalisée,

+oo +o0
/ / dpdx Wy(p,z) =1 (VIL.17)
et elle a les distributions marginales suivantes en x et p, respectivement,
+00
| anWutp) = o (VIL18)
+o0 _
[ anwitpn) = 1) (VIL19)

Preuve : Il suit de l'eq. (VIL.12) que

/fmdpwz@,>

[ g [ (o)
eI
5(y)

+
Yy Y
dpefpy}w (¢+35)v(e-5)=w@Pro
D’une maniere similaire il suit de 'éq. (VIL.15)

J/

/+OO dx Wy (p, x)
- +oo 1 [t T u\ ~ u
= /OO dx {ﬁ/m du e” n"q)* <p+—>¢ (u—§>}
=

2
/_%dy{_h/jm dxe—““}d* (b+3)0(r-3) =@ ro

[e.9] o0

5(u)
Comme [ dz |1(x)|* = 1et [ dp|i(p)]? = 1, la validité de la rela-
tion (VII.17) est prouvée.

e Valeurs moyennes. Pour les observables de la forme

a(p,z) = f(z) + g(p) (VIL.20)

les valeurs moyennes correspondantes peuvent étre calculées comme
moyennes dans 'espace de phases

+oo 400
= / / dpdx W (p, z)a(p, ) (VIL21)
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Preuve : Les égs. (VII.18) et (VIL.19) impliquent que

W= [ ot Wi )0t

:[ mwwﬁm+[ d [0(p) 9(p) O

o0

e Probabilités de transition en termes de distributions de Wigner. Pour
deux états |¢) and |¢)) on a

400 +oo
wwﬁﬂMK [ dpda W(p, )Wy (p, z) (VIL22)

Proof : Comme la distribution de Wigner est réelle on peut écrire

+o0 +oo
27rh/ / dpdx Wy (p, )Wy (p, x)

+o00 +o00
= 27rh/ / dpdx Wy(p, 2)Wy(p, x)

o0 o0

ce qui devient explicitement

ZWh/_;OO/_; {%/_+mdyeépy¢*<x+%>¢<x—%>}

oo

1 > / 7i'py’ y/ * y/
X{Qﬂ-h/—oo dy e n 1/1(56-1-2 (P W 5
“+o00 “+o00 —+o00 1 “+o00 i ,
:/ / dydy’/ dz —/ dp er?W=y)
—00 —o0o —o0 2mh —o0

(& J/
-

(y—vy')
/

<o (eeg)elg)elogv ()
[ T B (e Do (= B (- )

Ici on introduit les nouvelle variables u = = + y/2 and v = x — y/2, qui
menent a la matrice de Jacobi

gu  gu 19

J:(jy g‘””):( 2 ) with |J| = 1.
v O 17
dy Oy

dpdzx
+

N
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Avecr = (u+v)/2ety=u—vonazr+y/2=uetx —y/2=v,tel que

onh /_ :O /_ :O dpdz Wy(p, )Wy (p, )
-/ :O / :O dudv &* ()  (w) 6 (v) 4" (0)

- | s @v ] = wr0

On remarque que dydx = dy A dx = —dx A dy. Pour cette raison y est la
premiere et = la seconde variable en u = u(y, z) et v = v(y, x).

2.3. Statistique quantique. Nous traitons maintenant le cas d’une
moyenne thermique de distributions de Wigner qui représente la
généralisation de la distribution d’équilibre dans l’espace de phases d'un
systeme hamiltonien classique. La définition est ici remplacée par

1
— _BEn
plp.2) =~ > e W (p, x) (VIL.23)

n

ou Z =Y., e PP estla fonction de partition et

W, (p,z) = 21h /+oo dy e%pyu; (95 + %) U, (:L‘ — %) : (VIL.24)

Utilisant que u,, (x) = (x|u,), 'expression (VII.23) peut étre écrite sous la forme

1

p(p,z) = Dy

+oo )
/ dy et (z —y/2|plz +y/2) (VIL.25)

ou p est 'opérateur de densité. La preuve est donnée ci-dessous,

L[t —PEn
0=tz Tt {5 (o4 D (- )

=0 | dy enPY zﬂ: ~ (x —y/2|un) (un|z + y/2)
1 +oo :
- Loy /. ~
oh dy eV (x —y/20plz +y/2) O

Le but est maintenant de dériver un développement systématique de la fonc-
tion de Wigner qui permet de voir qu’elle converge vers la distribution
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d’équilibre classique dans la limit 2 — 0 et de donner les premieres correc-
tions quantiques. On écrit d’abord

1 +o0 ; )
plpa) = 5— / dy e Y2 (g — y /2| pla + y/2)enr T2
Q —00

1 [+
=5o5 | Wl —y/2eT " per e +y/2).

Utilisant que 1'opérateur de position agit comme opérateur de translation infi-
nitésimale dans l'espace de la quantité du mouvement,

eI f(p)er? = f(p+p'1), (VIL.26)
on peut écrire
op.1) = = L [y eyl O 4y ) (VIL27)
’ 2nh Z |, '

ott H'(p) est I’hamiltonien “décalé”

. h+ pl)?
) = PPy (VIL28)
2m
Expansion de H'(p)
H'(p) = » + V(@) +2p+ ﬁi
2m 2m "’
A
donne la forme alternative
(p.2) = — o / Ty (o — g2l I E g 4y o) (VIL29)
) =g =7 | dyle—y/2e T +y :

2
Le prédateur e ?2n est la partie cinétique du facteur de Boltzmann et on
cherche maintenant une expression pour p(p, ) ou le facteur e AV apparait
également, tel qu'il y ait une relation entre p(p, x) et la distribution de Boltz-
mann classique. Afin d’obtenir une telle expression on écrit

e BHH5P) — =BV 4 () (VIL30)

A(B) = &V e BlH+7) (VIL31)
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Avec cette définition la distribution de Wigner prend la forme

1 B 400 R
po.0) = 5 [y @A) /)| (VILB2)

Comme H = p?/(2m) + V, I'opérateur A(f) vérifie I'équation différentielle

0A v (P v 4
% — (2]’_m + %ﬁ) e PVA(B). (VIL33)

Intégration par rapport 3 donne une équation intégrale pour A(j). Imposant
que A(0) = 1, on obtient 1’équation

o A B - ﬁ2 P PN
AB)=1— / d\ eV (— + —ﬁ) e MW AN, (VIL.34)
0 2m - m
qui peut étre résolu d’une manieére itérative. Avec la définition
. ]52 P .
w(B) = eV <— + —]3) e PV (VIL.35)
2m  m

on obtient la série formelle

o B8 rb Br-1
A(B) =1 —1)* E(Bh) ... & .
A =1+ 3 [ [ [ s e vnse)

On considere maintenant le développement limité de cette expression au-
tour de § = 0. Comme § = 1/(kgT), ceci est un développement a haute
température du point de vue physique. Pour n =2 on a

. . B B b
AB) =1 _/0 dBy k(Br) +/0 /0 dp1dPsk(51)R(Ba), (VIL.37)

ce qui montre que
N B
A(B) = =k(8) + [ aBir(B)i(A)

) 8
() = ~#(8) + [ B (B)i(By) + #(3).

0
Par conséquent

2 2
A(B) =~ A(0) + BA'(0) + %A"(O) = 1— Bk(0) + %(,%2(0) — #/(0)).  (VIL38)
Avec l'expression pour (f3) ceci devient
~ ~ 2 ~
AB)~1-8 (ﬁ + ﬁp) +Z ((ﬁ + 3;5) - {f/, L ﬁpD , (VIL39)
m m

2m 2 2m  m 2m



90 7. STATISTIQUE QUANTIQUE

On peut donner une interprétation physique a cette expression pour A en uti-
lisant que

o 0f@)
[f(2),p] = Zhw-

Avec cette identité on obtient

oV (#)
oz

et en utilisant que [AB, O] = A[B,C] — [A, C]B, il suit que

7] =35 7] 5910 = [ 59]] = 200

p, V(@) = = [V(2),p] = —ih

L’approximation de deuxiéme ordre en 3 pour A devient donc

A(ﬁ)zi_g(ﬁ+_ >+6_2<(;+ p )2_ P V@) I PV()

2 2 2 m 0% 2m 012

(VIL40)
Il suit maintenant des relations (VIL.29) et (VIL30) que

/ iy (o — yy2le P o 4y = / Ty (= )2 AB) e+ /2)

o0 —00

-/ Ty VO (o g2l AB) e+ 9/2), (VILAD)

o0

ou 'expression (VII.40) doit étre insérée. On utilise maintenant 'identité auxi-
liaire
(. —y/2f(P)lx +y/2) = f(ihd,)d(y), (VIL42)

qui est dérivée dans 1’'annexe 3l On peut maintenant évaluer les différents
ordres de 'expression (VII.41) in j. Introduisant

= /+Oo dy e V@2 (z — y /2| A(B)|7 + y/2)

o0

on obtient

— Ordre 3°

—+00
I :/ dy eV @=v/2) (x—y/2|m+y/2> = V@),

3(y)
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— Ordre 3!
e BV (z—y/2) A2
_ BV (z—y _ LT
h=p [ e =2l { 2+ Lpllo sy
+o0
_ vy [ (h0y)* P
ﬁ/ dye { 5 + m(zhﬁy) d(y)
252 -0V (z ! v/
= Bh (6‘/( ) Vi@ ))+1mag1naryterm o p.
8m
— Ordre 3?
I, = 5_2/+ dyefﬁVw y/2)
2 )
~2 2 2 92y
B pPp\ g p V@) R OVI(E)
Az —y/2| {<2m + mp) hm or om 032 = +y/2)
= ﬂ_Q/Jr dy e PV (@=v/2)
2 ) ..

2m m

y {((m@ﬁ N g(m@x)) B m%v’(x Fy/2) - %V”(m + y/Q)} d(y)

_ BV (5 (3V"(2)? + B2V (2)! + 4V @)V (x) — 68V (2)*V"(x)) — VW (x))

128m?
| PV (m — 280) V(@) + 287V (2)?)
16m?2

The form of the imaginary terms is here

RB2pe BV@ V! (¢
S{L} = — Bp - (z)

N B33 p e PV (VO (2) + B2V ()P = 38V (2)V"(x))  hB%pe PV@V'(2)
S{L} = 16m2 B dm '

On doit respecter que les variables dynamiques dont la valeur moyenne peut
étre évalué avec la densité de Wigner doivent avoir la forme a(p, z) = f(p) +
g(z), comme indiqué dans 1’éq. (VIL.20). Comme le potentiel doit étre paire en
x afin de ne pas générer une force nette, qui serait incompatible avec 1’état
d’équilibre, les termes imaginaires sont impaire en p et z et ils ne vont donc
pas contribuer a la valeur moyenne de la quantité a(p, z). Avec I'expression
générale (VII.29) pour p(p, x) on obtient une série de la forme,

-+ imaginary term o p.

9

p(p,x) o eiﬂ( e )) (14 R?py(p, ) + Bps(p, ) +...) (VIL.43)
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ot les facteurs (—1)* dans la serie (VIL.36) doivent étre inclus,

13 (m +26p%) V" () = 26 (m + Bp?) V'(2)*) (VIL44)
16m2

B85 (VW () +38V"(2)? + B3V (2)" + 48V (2)V'(z) — 682V (2)?V" ()

pa(p,z) = (—1)

pa(p,z) = (—1) 198
(VIL45)



Chapitre 8

Eléments de la spectroscopie

1. Regle d’or de Fermi
La regle d’or de Fermi est une méthode perturbative pour la résolution
de l’équation de Schrodinger qui a été nommée d’apres le physicien Enrico
Fermi.||On part d'une d’une équation de Schrodinger de la formeﬂ

induu(t) = { o+ Hi(t) } (1) (VIIL1)

ott Hy décrit un systéme quantique et [, (t) une perturbation qui agit pendant

277 N

un certain temps. On suppose que H,(t) est “allumé” at =0, i.e.

Hy(t) = O(t)H,(t). (VIIL.2)
Les états propres de I'hamiltonien “non-perturbé” sont définis par la relation
Holuy) = Eyluy), ot (un|tn) = 6, (VIIL3)

et on développe la solution [¢(¢)) dans cette base (voir aussi section du
chapitre ),

() =D ealt)e 55 u,) (VIIL4)

ot les coefficients ¢, (t) sont a déterminer et dépendent du temps. Insertion de
I'expression (VIII.4) dans I'équation de Schrodinger (VIII.3) meéne a

> " {ihden(t) + Enca(t)} e 55 |u,) = {FIO + Fh(t)} > enlt)e )

n

-3 {En|un>cn(t) + f[l(t)|un>cn(t)} Bt
n
Calculant le produit scalaire de cette expression avec |u;) mene donc dans un
premier pas a

{ihdher(t) + Bren(t)} e 1 = Eyep(t)e 15 43 (up | Hy (1) |wn)en(t)e P,

1. Enrico Fermi (1901 - 1954) est un physicien italien naturalisé américain.
2. Suivant Course Hero program PHY 362L

93
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Multiplication avec e Ext

et la définition
win = (Bx — En) /R (VIIL5)
donne alors

ihdher(t) = > HY) (tea(t)e™!, ot Hy)(t) = (| By (t)|u,) | (VIILG)

Pour résoudre ce systeme d’équations différentielles pour les fonctions c(t)
on suppose que

et on utilise une approche de perturbation considérant les éléments de matrice

H, ,SL) (t) petites devant les valeurs propres £, i.e.
1)) < Bl (VIILS)
Avec ceci on établit une solution itérative de la forme
() = @) + () + ) + (VIIL9)

ou les indices (p) indiquent l'ordre de 1’approximation. Supposant que on
écrite

n

iV (1) = Y H) ()cP (t)et ! (VIIL.10)

ot la solution d’ordre 0 est celle qui correspond a H, 15711) (t) =0.0Onadonc
() = 6 (VIIL.11)
et pour l'ordre 1 on trouve

i (t) = > H) (el (t)e ! = Hy) (t)e™ (VIIL12)

km

ou H ,SL) (t)=0O(t)H ,SL) (). De premier ordre on résout donc

ihd, M () = o) HY

km

()™t ot ”(0) =0 (VIIL13)

et la solution est

. t
(1) = — / dt’ Hyg (') "3 (VIIL14)

h Jo
On suppose maintenant que

H}E;i(t) ~ H,gl) = const.

m

ce qui meéne a

, I t/2
()~ —20H) ciornts? —Sm(;:’;:‘/ ) (VIIL15)
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o
e
T 1 T 7

0.2/ / \
0.0 [ e ———

-20 -10 0 10 20

FIGURE VIII.1. La fonction h(t,w) donnée par 'éq. (VIIL.18).

Ici on considére donc une situation ou le temps 7, pendant lequel H, ,S,)l(t) #0,
ne peut pas étre résolu pendant 1’observation. La probabilité d"une transition
du niveau m au niveau k d’énergie qui est provoqué par l'interaction entre le

systeme et la sonde est W,,,_;(t) = \c,ﬁl)(t) %, i.e.

vvmﬁku)::4(f§;ﬂ255i§%%i??l (VIIL16)
et le taux de transition est donné par A, (t) = Wi (t)/t, i.e. par
A (t) = 4 \H;}g i m;g‘:}%:ﬁ (VIIL17)
La fonction
h(w, t) = sm%_o;tt/% (VIIL18)
est montré dans la figure On note qbtje que
lim A(w, ) = gé(w) (VIIL19)

ce qu’il montre que seules les transitions
'm—k avec wy, 0 (VIIL.20)

ont des probabilités de transitions non-négligeables et la relation (VIII.20) ex-
prime donc la conservation d’énergie.
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Souvent on a plut6ét un quasi-continuum de niveaux d’énergie, tel que
Ak — dk = p(Ex)dEy, (VIIL.21)
ol p(Ey) est la densité des états finaux, et on peut écrire

2 sin®(Wemt/2)

Apmsi(t) = 4 ‘H%‘
- k h2w?

dEyp(Ek)

=hw 4 2 t x 27T
P 2 D) pE it i) R B 2B )
On obtient donc finalement
~ 2
An(t) 228 ‘Hkm‘ p(E)d(Ey — E)dE, (VIIL22)

ce qui est la fameuse regle d’or de Fermi. On omet habituellement la limite
t — oo, écrivant

2

. " o(EW)3(Ex — Ey)dE; (VIIL23)

2. Principe d'une mesure spectroscopique

2.1. Section différentielle efficace. Ici on considere un systeme composé
d’un échantillon (T="target”) et une sonde (S) qui est utilisée pour étudier
’échantillon (électron, photon, neutron, etc.). L'hamiltonien a la forme

H = Hy+ H (1) (VIIL.24)

ot H;(t) décrit une interaction transitoire entre I’échantillon et la la sonde. Au
début de la mesure I"échantillon et la sonde sont séparés, tel que ’hamiltonien
du systeme composé est donné par

t——o0

0 =" Hy=Ha" + 1" (VIIL25)

On considére ici la transition

|5) = [f) (VIIL.26)

ou

i) et | f) sont, respectivement, 1’état initial et final du systéeme composé,

i) = |p(ko)) @ |m), (VIIL.27)
1) = lek)) @ [n). (VIIL.28)
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Ici |m) et |n) sont des états propres de ’hamiltonien del échantillon et |¢ (ko))
et |p(k)) désignent des états d'une sonde libre a t - —oo et ¢t — +00, respec-
tivement. Les quantités ik, et ik sont les quantités du mouvement correspon-
dantes. Ici on définit

ikg-r

Pio(r) = (rlp(ko)) = = Noa (VITL29)
ik-r

Pr(r) = (rlp(k)) = ﬁ (VIIL30)

ou V est le volume macroscopique de l'appareil dans lequel 1’expérience
de diffusion est faite. Cette normalisation garantit les normalisations

{o(ko)lp (ko)) = et (p(k)|p(k)) = 1.
Avec ces définitions, la regle d’or de Fermi s’écrit

2 R 2
Nioy m S [(FIHON)| p(E)3(E, - Ey)dE; (VIIL31)

o1 on écrit explicitement
0(E; — Ey) = 6(Ey, + Ex — [En + Ei) (VIIL.32)

et la densité d’états finaux est donnée par celle des pour les vecteurs k,

p(E;)dE; = p(k)d®k (VIIL33)

Supposant que V' décrit le volume d"un cube, on a

2
k — %(k, L,m)7, kilmez, (VIIL34)

et p(k) est donnée par
1

k)= —
pk) = 3
ot Vj est la volume de l'espace réciproque

T

On a donc

Vv
p<k) - (271_)3

Afin de préparer la dérivation de l’expression de la section efficace
différentielle, il est nécessaire de transformer la densité d’états finaux pour
k en une densité des énergies finales de la sonde, p(Ex). On écrit

p(K)dk = p(k)k2dkdS, (VIIL35)
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ou df) est 'angle solide couvert par les directions des vecteurs k dans 1’élément
de volume d°k. Partant de

h?k?
Ex = : (VIIL.36)
2
ol uug est la masse de la particule sonde et k£ = |k| , on dérive
dEy R’k
L5 0By = dk = —~dF
dk h?k; k= s K
et par conséquent
p(k)k2dkdS = v V) k;/;; dEdS.
—_———
p(Ex)

Ceci meéne alors a

\% Mgk
P = oy e

et la densité d’états finaux p(Ey) peut alors étre écrite dans la forme alternative

On est maintenant préparé pour écrire une expression de la section
différentielle efficace d"une expérience de diffusion qui est donnée par

Aiy(t)
Jo

Loy = (VIIL38)

ol jo = |jo| est le flux de probabilité quantique incident des particules sondes,
h 1 hko

Jo =55 (Pl () Vo0 (1) = 1 (1) Vi (1)) = 7. (VIIL39)
Avec les expressions et on obtient
d*o,, =
k pgve ( (1) 2
Ty (2r7)2 p(ko)| @ (m[H|n) @ |p(k))| 0(Ey, + Ex — [En + Ex,|)dExdsQ.
En définissant I'opérateur
Vol = () (Vi) (Vi
0 (2mh2)? P{Ko ¥ .
qui agit sur les états de I’échantillon uniquement, et la fréquence angulaire
w= B = B (VIIL41)

h
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on obtient

dQdw ko h

<n\f/(ko,k)|m>)2 5 (M - w) (VIIL42)

Souvent cette expression est appelée section efficace différentielle, bien qu’il
s’agisse d'une section efficace différentielle par angle solide et intervalle
d’énergie.

3. Fonctions de corrélation quantiques

Dans une expérience de spectroscopie typique 1’état initial de 1’échantillon
n’est pas connu, et on mesure une moyenne pondérée avec le facteur de Boltz-
mann, x exp(—FE,,). On distingue pas non plus états finaux et mesure une
somme non-pondérée, tel que

d’c k e PEm - 2 E,—FE,
e > ‘(n!V(ko,q)\m>‘ 5 <T - w) (VIIL43)

m,n

Sachant que
2

1V (o, @)lm) | = (mIV (o, @)l) (0] (Ko, @) |m)

En - Em 1 e i(En*Em —w)t
(Ege )= L [ et

[e.9]

et que

on peut écrire

dQO' k1 l iwt e_ﬁEm > ~ (Ep—FE
_ = —iw k k Z(Hﬁ
dQdw ko271 J_ dte ; 7 (m|V (ko, q)|n)(n|V (ko,q)|m)e't ™ =
k ]_ +oo . 7/8E'm N it o N 0
ko2m ) o dte™ L - 7 <m|v(k0,q)]n>(nleﬁHéT)V(k0,q)e*%HéT)’m>
k1 o —iw e~ Phm 9 it f(T) ~ it ()
/{3_0% oo dte tz 7 <m|V(k07q)fh’H0 V(kgzq)e nHo |m>
" V(ko,q,t)
Avec la définition (VIL7) de 'opérateur de densité on peut écrire
d*c k1 [T . R R
—_ - dt *Zwtt { k V k t } V '
00 mar ) e T EpVikea)Vike .ty (VIIL44)
Fyy (ko.a.)
ou bien
d*c k1 [T .
=15 [ dte ™ Frv(ko gyt VIIL4
dQdw ~ ko2m ) o € vv(ko,q,t) ( 5)
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ou F'(ko, q,t) est la fonction de corrélation quantique

Fv(ko, a1) = tr { pV (ko @)V (ko, 0, 1) | (VIIL46)




Annexe A

Annexe

1. Espace vectoriel euclidien

1.1. Bases. Les concepts géométriques de 1'espace de Hilbert peuvent
illustrés avec 1'espace vectoriel en trois dimensions, qui est utilisé pour le
description des phénomenes de la physique classique — I'espace euclidien Es.
Dans cet espace un vecteur, comme la vitesse d'une particule ou un champ
magnétique, est représenté sous la forme

—

a = a1€1 -+ a2€2 + CL3€3, (A].)

ou € (i = 1,2,3) sont les vecteurs de bases qui pointent en direction des axes
d’un repere euclidien. Ici i = 1,2, 3 correspond, respectivement, a 1'axe z, y, z
Les coefficients a; € R sont les composantes du vecteur @ par rapport a ces
vecteurs de base et on les groupe en une matrice de colonne,

a1
a=| a |. (A.2)
as

Le méme vecteur peut étre représenté dans une autre base, {é7, €3, €4},

a = aj€] + ahey + ases, (A.3)
et dans cette base il a les composantes
_(
a=1 a, |. (A.4)
a

1.2. Produit scalaire. La produit scalaire entre deux vecteurs associe a
deux facteurs vectoriels, @ et b, un nombre réel, @ - b, tel que

i-b=>b-a, (A.5)

i bbb =a b+, (A.6)

a-{eb} =feay-v=c{a-t}, (A7)

oul ¢ est une constante réelle quelconque. La norme d'un vecteur @ est défini
par

|d|| = Vad.d. (A.8)
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(A.9)

Pour la base des vecteurs {é, €, €3} on définit
&&= 8y

mbole de Kronecker qui est défini par d;; = 1sii = j et §;; = 0 si

Ici 0;; estle s
i # j. Avec 1} et lb le produit scalaire de deux vecteurs @ et b est donné
(A.10)

par

Introduisant la transposée de a,
(A.11)

aT = (a17 a2, a3)7
la relation (A.10) peut étre exprimée par une multiplication matricielle,
a-b=a’b. (A.12)
(A.13)

La norme de @ est calculée par

lall = 3 a2 = VaTa.
7

Utilisant la propriété (A.9) on voit que

67-6?:67{5 ak(?k} =Y akfi- =Y adi = a;.
k k k
Les composantes de a sont alors obtenues par projection sur les vecteurs de

bases correspondants,
a=¢-d, i=1,23. (A.14)
1.3. Transformations de vecteurs. On considére maintenant des transfor-
mations de vecteurs par un opérateur linéaire, O, qui vérifie
O(@ +d) = Ody + Od, (A.15)
O(cd) = ¢Od, ceR (A.16)
pour des vecteurs d,dy,ds quelconques. L'action d'un tel opérateur est
déterminée par son action sur les vecteurs de base,
Oé; =Y Ojé. (A.17)
k
(A.18)

On voit d’abord que
Oy = & - (0€)).

Si O agit sur un vecteur @ quelconque, le résultat est

Oi=0 {Zajc?j} = Zaj{égj} = Zaj {Z ijgk}
J J J k
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et les composantes du vecteur
b=0d (A.19)
sont alors données par

b =¢-b=¢ -{0d} = *Z-.{Zaj{Zijék}}
k

j
=) _a; {ZOM@-@} :Zaj {Zij(Sik}:ZOijaj.
- 3 j k j

La forme matricielle correspondante est

b = Oa, (A.20)
ol O est la matrice
Oll 012 013
O = 021 022 023 . (A21)
Os1 Osz Os
1.4. Projecteurs. Soit 7 = ) . n;€; un vecteur d’unité, tel que ||7i|| = 1. Le
projecteur sur 77 est défini par la relation
P:i = (i - @), (A.22)

ou @ est un vecteur quelconque. Comme

j23 {ﬁﬁa} — P {(7 - @)7}

il suit que
b2 — P, (A.23)
Avec 1} I’action de P; sur les vecteurs de base €; est donnée par
Pad; = (- €))7 =,
et suivant on obtient la représentation de P dans la base &; par
Prij = & - (Paé)) = (& - il)n; = min,.
Dans la base {¢;} 'opérateur P; est donc représenté par la matrice

ning TNy Nin3
Pn = oMy NaTNy TaNg . (A24:)
ngmny nNngng N3ns

Utilisant la définition du produit matriciel, P; est donné par la dyade
P, =nn’. (A.25)
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Avec le choix spécial 77 = €} on trouve avec (A.14) et (A.22) que

P:.d = a;é;, (A.26)

J

car € - @ = a;. Par conséquent
E Pg.a = E a;€; = a,
J J

d’ott on déduit la relation de fermeture

Y Py =1 (A.27)
J

Cette relation décrit le fait que les vecteurs {é;} forment une base pour la
représentation des vecteurs dans l'espace euclidien. Avec les représentations
matricielles

1 00 00O 00O
Po=|000]|, P,b=(010], Py,=|000 (A.28)
0 00 0 0 0 0 01
on voit facilement que
> P, =1, (A.29)

ce qui exprime la relation de fermeture (A.27).

1.5. Rotations actives. Les opérateurs D qui laissent invariant la longueur
du vecteur sur lequel ils agissent,
1Dall = all, (A.30)

forment un groupe important des opérateurs linéaires dans 1’espace euclidien.
Du point de vue géométrique ils décrivent des rotations. Si @’ = Dd, la relation
entre les composantes de @ et @’ s’écrit

a’ = Da. (A.31)
Il suit de (A.30) que
|@[]? = ()"’ = (Da)” (Da) = a”D’Da = a’a = [l
et on en déduit la condition
DD =1, (A.32)

pour une matrice de rotation (matrice orthogonale). Ici 1 est la matrice d’iden-
tité,

1= (A.33)

o O =
o = O
_ o O
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La relation (A.32) implique que det(DD”) = det(D)det(D”) = det(D)? = 1.
Par conséquent

det(D) = £1. (A.34)
Si det(D) = +1 on parle d'une rotation propre. Comme det(D) # 0, l'inverse
de D existe et il suit de la relation (A.32) que

D" =D (A.35)
Avec cette identité il suit de la relation (A.31))
a=DTa. (A.36)

1.6. Rotations passives. Considérons maintenant un opérateur linéaire D
st B

qui crée une nouvelle base {€], €3, €3} par une rotation,
)

Un vecteur @ quelconque peut étre relié ou a la base euclidienne de départ ou
a la base obtenue par 1'opération (A.37). Par conséquent

S Y- XSm-S { T b - e
J i J

J 7 7

La relation entre les coordonnées a’; et a; est alors donnée par

a; =Y _ Dyal, (A.38)
J
ou bien par
a=Da'. (A.39)
Avec la relation peut étre inversée,
a’ =DTa. (A.40)

On note que les transformations (A.39) et (A.39) sont, respectivement, inverses
aux transformations (A.36)) et (A.36) si D est la méme matrice de rotation dans
les deux cas.

2. Rotations

2.1. Preuve de la relation ll On définit d’abord N = Zizl nioy, tel
que
U(n, ¢) = cos(¢/2) 1 + isin(¢/2) N. (A.41)
Afin de montrer que
Uln, @) = exp(i(6/2)N) (A42)

on utilise que
N?=1. (A.43)
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Avec ceci

exp (i(¢/2)N) = )  ~—~—

5 9/ G S (00/2P

2" 20)! 2k + 1)!
— (ip/2)%* = (ig/2)%+
:1{; 25! }*N{; 2k + 1! }

00 1 k 2k 1 k 2k+1
- {Z @ (3) } o {Z pE=iit)
k=0 ' k=0 '
= cos(¢/2) 1 +isin(¢/2) N. (A.44)
2.2. Rotations dans un plan. Soit 7 = z¢€, + yé, un vecteur dans un plan
qui est engendré par les vecteurs orthogonaux € et ¢,. Si ce vecteur subit une

rotation par un angle ¢ autour d"un axe perpendiculaire au plan, les nouvelles
coordonnées z’, y' sont données par

¥ = xcos¢—ysing, (A.45)
y = xsin¢+ ycosao. (A.46)

Avec les vecteurs de colonner = (z,y)” etr’ = (2/,3/)" on écrit v’ = D(¢)r, ot
D(¢) est la matrice orthogonale

cos¢ —sing
D(¢) = ( snd  cosd ) (A.47)

qui vérifie D'D = DD? = 1, préservant la longueur de 7 qui est donnée
par ||7]] = vrTr. On vérifie facilement que |7’ = Vr'Tr’ = /(Dr)’Dr =
VrIDTDr = vrTr = ||7].

Pour une rotation infinitésimale on peut approcher

dD(¢)
D(¢) =~ D(0) + ¢ —— :
@) =DO)+o =32
ot D(0) = 1. On définit le générateur d’une rotation infinitésimale par
dD(¢) 0 —1
= — = : A4
@b |, ( 10 ) (A.48)
Avec cette définition
dD
D) _ ppig). (A49)
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Comme D(0) = 1, cette équation différentielle a la solution

D(¢) = exp(¢p). (A.50)

La forme de ma série pour 'exponentielle montre que les formes (A.50) et
(A.47) sont équivalentes. En utilisant 1'identité

p’P=-1 (A.51)
on obtient
ex (¢ )_f:_n n_i ¢2k 2k_’_§: ¢2k+1 2k+1
POPI= 2P = o T ke

=cos¢pl+singpp= ( cosg —sing ) .

sing cos¢

2.3. Rotations dans 1’espace. Considérons d’abord les rotations d"un vec-
teur 7’ = zé, + ye, + z€, — 2'e, + y'é, + '€, autour des axes en direction de
€, €y, €., TESpectivement. Avec r = (z,y,2)" et v’ = (2/,4/,2') on aura donc
' =D(e, ¢)r, otk = x,y,z et

1
D(e,,¢) = 0 cos qb —sin <b (A.52)
0 sing cos¢
cos¢p 0 sing
D(ey,, ¢) = 0 1 0 (A.53)
—sing 0 cos¢
cos¢p —sing 0
D(e,,¢) = sing cos¢p 0 (A.54)
0 0 1
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Les trois générateurs d'une rotation infinitésimale qui sont associés aux matrices
de rotation ci-dessus sont

00 O
dD
pm:% (oo -1, (A.55)
¢ lo=o \o 1 0
0 01
D
o, % —( o 00}, (A.56)
o o=\ =10 0
0 -1 0
dD
pzzg’#@):1oo. (A.57)
¢ le=o \0 0 o0
Les trois générateurs ne commutent pas et vérifient la relation
[pss Pyl = p., (cycl) (A.58)

et on note que les matrices

vérifient la méme algébre que les trois composantes du spin données en
eq. (L),

8,8y = ihs,, (cycl.) (A.60)
Au contraire au cas du spin 1/2 discuté au chapitre 2| en unités de & on
considére ici un spin de f, o s, (comme s, et s,) ont trois valeurs propres,
h,0, —h, et trois vecteurs propres associés. En plus aux orientations “parallele”
et “antiparallele” il y a I'orientation “orthogonale”, correspondant a la valeur
propre 0. Pour le carré de ce spin on trouve en analogie avec

so+s. +s2 =2h°1. (A.61)

Regardons maintenant la construction d"une matrice de rotation dans l'es-
pace pour un axe e rotation quelconque. Pour une rotation infinitésimale au-
tour de vecteur 77 on a d’abord

D(n, ¢) ~ 1+ ¢N, (A.62)

oun = (ng,ny,n,)" contient les composantes de 7 et

3 0 —-n, mny
N=> mpy=| n. 0 —n, |. (A.63)
k=1 —MNy Ny 0

Ceci montre que les composantes a d'un vecteur @ quelconque sont données

par
D(n,¢)a~ a+ ¢n A a. (A.64)
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Formellement, la matrice de rotation pour une rotation finie autour d"un axe 77
est donnée par

D(n, ¢) = exp (¢N) . (A.65)

L’évaluation de cette série est un peu plus compliquée que pour les rotations
dans un plan. On vérifie d’abord que

N? = nn” — 1. (A.66)
Avec ceci, on développe

2k ¢! 2k+1
N —N
+Z T

m¢n oo
=3 = 1+2:2

n=0 ! k=1

= |

2k

1+ Z 2k>
k=1

T k o0 ¢2k+1 N
— 1)"N.
+ ;; U+ 1 )

Ici on peut utiliser que P; = nn” est le projecteur sur 'axe 7 et P, =1 — nn’

le projecteur sur le plan orthogonal a 7i. Ceci donne

0 ¢2k o0 1)k¢2k+1

_ (=
B Z 2k: Pl ,; (2k +1)! PIN.

Comme P est un projecteur, il suit que P% = P, pour k¥ € N. Une autre
relation tres utile est PN = 0, et par conséquent P, N = N. Avec ceci

=1+ (cos¢p — 1)P + sin ¢N.

Avec 1 —-P, = Py, on trouve la forme finale pour une matrice de rotation d'un
vecteur autour d’un axe 7 [10]

D(n,¢) = P| 4 cos 9P| + sin pN. (A.67)



110 A. ANNEXE

3. Preuve de l'identité (VII.42)

On écrit
(& — y/2 () + y/2) = / - / " dpd (e =y 2DV LD W+ 9/2)

/_ i /_ dpr W) {a=y/2lp) l) ¥'lw+u/2) = /_ " dp 1) -y 200 2

(p—p")
+°°d ok (@=y/2)p o=} (a+y/2)p 1 +ood .
pum pu— _E
[ w0 e a0

— f(ind,) {% / +°O dpe—éyp} = f(ihd,)d(y) O

— 00
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