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Excercice 1 : Spin 1/2 ~ 10 points

1. Dans le cours nous avons vu que

〈S(t)〉 = D(n, ωLt)〈S(0)〉,

où n contient les composantes du vecteur d’unité en direction du champ
magnétique dans lequel le spin précède et ωL est la pulsation de de
précession. Ici ~B = B~ez et n = (0, 0, 1)T . Pour que 〈S(t)〉 reste dans le
plan x− y, cette condition doit être vérifiée pour t = 0, i.e. 〈Sz(0)〉 ≡ 0.
Par conséquent

χ(0)†σzχ(0) = 0.

Si l’on pose

χ(0) = aχz
+ + bχz

− =

(
a
b

)
, |a|2 + |b|2 = 1,

la condition 〈Sz(0)〉 ≡ 0 devient

|a|2 = |b|2

2. On construit le vecteur 〈S(0)〉 par

〈S(0)〉 = ~
2

 χ(0)†σxχ(0)
χ(0)†σyχ(0)
χ(0)†σzχ(0)

 =
~
2

 ba∗ + ab∗

−iba∗ + iab∗

0


Comme ~B = B~ex, on a

〈S(t)〉 = D(ex, ωLt)〈S(0)〉,

où D(ex, ωLt) décrit une rotation autour de ~ex :

D(ex, ωLt) =

 1 0 0
0 cos(ωLt) − sin(ωLt)
0 sin(ωLt) cos(ωLt)

 .

Avec ceci

〈S(t)〉 = ~
2

 ba∗ + ab∗

(−iba∗ + iab∗) cos(ωLt)
(−iba∗ + iab∗) sin(ωLt)





Excercice 2 : Espace de Hilbert 10 points

1. Dans la base B les opérateurs ŝx,y,z prennent la forme

〈vi|ŝx|vj〉︸ ︷︷ ︸
s′z,ij

=
2∑

k,l=1

〈vi|uk〉 〈uk|ŝx|ul〉︸ ︷︷ ︸
sz,kl

〈ul|vj〉,

〈vi|ŝy|vj〉︸ ︷︷ ︸
s′z,ij

=
2∑

k,l=1

〈vi|uk〉 〈uk|ŝy|ul〉︸ ︷︷ ︸
sz,kl

〈ul|vj〉,

〈vi|ŝz|vj〉︸ ︷︷ ︸
s′z,ij

=
2∑

k,l=1

〈vi|uk〉 〈uk|ŝz|ul〉︸ ︷︷ ︸
sz,kl

〈ul|vj〉.

Avec la définition

U := (〈ui|vj〉) =

(
1√
2

i√
2

i√
2

1√
2

)
,

et les matrices de Pauli introduites en cours,

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
,

on obtient

s′x = U†sxU =
~
2

(
0 1
1 0

)
,

s′y = U†syU =
~
2

(
1 0
0 −1

)
,

s′z = U†szU =
~
2

(
0 i
−i 0

)
.

2. Utilisant la matrice U on écrit

〈vi|vj〉 =
2∑

l=1

〈vi|ul〉〈ul|vj〉 =
2∑

l=1

U∗liUlj = δij,

car U†U = 1.

3. Avec la définition de l’opérateur Û on écrit

U
(A)
ij = 〈ui|Û |uj〉 = 〈ui|vj〉 = Uij.



D’une manière similaire

U
(B)
ij = 〈vi|Û |vj〉 =

2∑
k,l=1

〈vi|uk〉︸ ︷︷ ︸
{U(A)

ki }∗

〈uk|Û |ul〉︸ ︷︷ ︸
U

(A)
kl

〈ul|vj〉︸ ︷︷ ︸
U

(A)
lj

=
2∑

l=1

δilU
(A)
lj = U

(A)
ij .

Avec ceci

U(A) = U,

U(B) = U(A,†) ·U(A) ·U(A) = U(A) = U.
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