0 * Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
Matrices, rotations

UNIVERSITED'ORLEANS

1. On calcule ici d’abord le moment magnétique p d’une sphere uni-
formément chargée, portant la charge de I'électron, qui tourne avec une
vitesse w autour de 1'axe z, ainsi que le moment cinétique correspon-
dant S. Posant S| = h/2 = 6,w, on obtient une vitesse angulaire, w,
qui est injectée dans la formule pour . Le rapport |p|/|S| est alors la
constante gyromagnétique cherchée.

(@) On calcule d’abord le moment magnétique. Définissant la charge to-
tale comme e et le rayon de la sphere comme a, la densité de charge

est

e 4ma3
= — V:
v’ 3’

et le moment magnétique est obtenue par I'intégrale de volume

1
u:2/d3rp(w/\r).

En coordonnées sphériques on écrit

1 [ee) T 27
n=- / / / 2 sin Odrdfdeg p(w Ar),
2Jo Jo Jo

ou r et w sont donnés par

rsin(6) cos(¢) 0
r= | rsin(f)sin(¢) |, w=10
rcos(6)
Le résultat est
0
m= 0 1)
ta’ew

(b) De la méme maniere on calcule le spin, i.e. le moment cinétique
d’une sphere de mass M et rayon a, avec une distribution de masse

uniforme de
Me dra®

ey =
1788 3

olt m, est le masse de 1’électron. Ceci donne

oo pm 2w 0
S = / / / 72 sin Odrdfde py(w Ar) = 0
o Jo Jo 2 2

ga mw

Pm =

(c) La composante z du spin donne le moment d’inertie,

S, =0,w—10,, = ga m. (2)
(d) Ceci donne la vitesse angulaire
o = h 5k 3)



(e) L'insertion de w dans la formule pour p donne alors

1, he 1

Me model = ga EWe = A, = i:ue (4)

ol /i est le magnéton de Bohr,

. 5)

T 2m,’

qui est le “vrai” moment magnétique de l’électron. Sa valeur est
e = 9.2740 x 10724J/T.

2. On part de Ux = \x, o1 x est un vecteur propre normalisé a 1, || x||* =
x'x = 1. Par conséquent | Ux||?> = x'UTUx = |A\®*x"x. Comme une
matrice unitaire vérifie UTU = 1, il suit que |\|> = 1. Par conséquent

A =exp(ip), ¢ € [0,2m).

Les valeurs propres d’une matrice unitaire sont donc situées sur le
cercle trigonométrique.

3. (a) Les matrices de Pauli ont la forme

(01 (0 i (1 0
==\1o0) %%\ o) 77 0 -1 )

i. Avec ceci on trouve d’abord

Ty T T ( (Z) —OZ ) =i0, = (0,0 = 2i0,
1 . .

o'zo'z:_o':po'z:< _01 O> :ZO'y:>[O'Z,O'w]:220'y,

Oy0, = —0,0y = ( S 6 ) =10, :>[0'y70'z]22i0'xa

ce qui montre que [0, 0| = 2io, (cycl.).

ii. Avec ai = 1, out 1 est la matrice d’unité en deux dimensions,
on voit que tr{o?} = 2. Pour j # k on a o0, = —00; et
tr{ojor} = —tr{oo;}. Comme tr{o,o;} = tr{ojo}}, il suit
que tr{ojo,} = —tr{ojo}. Par conséquent tr{ojo,} = 0 si
j # k. Ceci prouve que tr{ojo} = d;.

(b) Pour toutes les matrices de Pauli les valeurs propres sont A\; = 1 et

A2 = —1. Les vecteurs propres associés sont, dans I’ordre respectif,
i. Pour o :
L _L
| V2 V2
V2 2



ii. Pour oy :

x
|
S
|
S <
~—
P
[\

Il
/-~
S-Sk
N~

iii. Pour o, :

(1) ()

On note que les vecteurs propres sont déterminés a une constante
multiplicative pres qui vérifie la condition |¢| = 1.

4. (a) 1i. Avec la définition des matrices de Pauli la matrice N prend la

forme
N — Ny Ng — 1Ty
Ny + 1My —Ny
Utilisant que n2 4+ n? + n2 = 1 on trouve que N? = 1.
ii. La forme de N montre directement que

NT = (N9)T = (NT)* = N.

(b) Calculons Uf(n, ) :

Ul(n,e) = (008(6/2)1 +1 sin(e/2)N>T = cos(e/2)1" — isin(e/2)NT
= cos(e/2)1 — isin(e/2)N = U(n, —e¢).
Comme
Un, —e)U(n,e) = (cos(e/2)1—z'sin(e/2)N> <cos(e/2)1+i sin(e/2)N>
= cos?(€/2)1 + cos(e/2)%(e/2)N? = cos?(e/2)1 + sin?(e/2)1 = 1,

on a vérifié que UT(n,¢) = U™ (n,¢).
Afin de calculer la déterminant de U(n, €) on utilise la forme expli-
cite

ne — [ 8 (e/2) + in, sin (¢/2) (ing + ny) sin (e/2)
Un,e) < (iny —ny)sin (¢/2)  cos(e/2) — in. sin (¢/2) )

Avec ceci on trouve
det(U(n, ) = 1.

(c) Si |e| < 1 on peut approcher

Uln,e)~1+ i%N.



Avec ceci et les formes explicites N = ) . njo; et § = ) ;605 on
obtient

¢ = Uln, UM, o ~ (1-isN) € (1+i5N)

—5—@[ €]+ (2)=E—igzni§j[%0a’]+0(€2)-

0,J
Utilisant [0, 0] = 2io; (cycl.) on trouve
g =€+ e{ (nyz —n.y)0 5+ (N0 —ng2)oy + (Ngy — nyx)az} +0(e%).

Les composantes de ¢’ correspondent donc aux composantes d’un
vecteur &' ~ ¥ + el A Z.

5. (a) Par multiplication matricielle il suit directement que

= (13) (14)-( 1)

(b) On développe A en une série de Taylor, utilisant que K? = 1 :

o0 ¢TL . o0
exp(¢K) :ZFK = 2k+z 2k + 1) K21
n=0 k:O
o) 00 2k+1
_ 1)k o
N +§:2k+1
— 1 2k > 2k+1
— i K
{,;W } {3 e

cosh ¢ sinh ¢
=cosh¢1l +sinhp K = .

sinh¢ cosh ¢
(c) On voit que

i — §? = (zcosh ¢ + ysinh ¢)? — (zsinh ¢ + y cosh ¢)?
= 2?(cosh ¢? — sinh ¢?) — y*(cosh ¢? — sinh ¢?) = x? — 2.

Par conséquent, ||r|| = ||r||.



»r " Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
' ..|I]||w Spin

UNIVERSITED'ORLEANS

1. (a) La forme générale de la représentation matricielle de I’hamiltonien
est

3
H= —MZ o B,
k=1

ou u = vh/2 et les o; sont les matrices de Pauli,

0 1 0 —i 10
w= (Vo) () (o )

Avec B = Bsin @ €x + B cosy e, on obtient

H:—,MB<CQSSO sin ¢ )
sing —cosp

(b) Les valeurs propres de H sont les énergies possibles,
Eyr =FuB,

ou les indices “+” et “—" correspondent, respectivement, a la pola-
risation parallele et antiparallele au champ magnétique.

(c) On remarque que B est obtenu a partir de By en appliquant une
rotation par ¢ autour de 'axe €. Par conséquent B = D(e,, ¢)By,
ou By = (0,0, B)7, et les spineurs propres de H sont obtenus par

0
X: = Uley, —o)x,

avec

cos(p/2) —sin(¢/2)>
sin(p/2)  cos(p/2) )’

U(ey, —p) = cos(p/2)1—isin(p/2)oy, = <

Partant de
3
1 0
k=1

et les spineurs propres associés,
o _ (1 ©_ (0

0 (e,

X+ = U(ey’ _(p)XJr = sin(cp/2)

0 _ ( —sin(p/2) >

xX_ = U(ey, —p)x_ cos(p/2)

on trouve



2. (a) Dans le cours nous avons vu que I'évolution du spin dans le temps

(b)

3. (a)

est donnée par
vt o
x(t) = exp <i2 > Bko'k) x(0) = U(n, wrt/2)x(0),
k=1

ol o, sont les matrices de Pauli, w;, = 7|§] est la fréquence (pulsa-
tion) de Larmor, et «y est le rapport gyromagnétique du spin. L'expo-
nentielle matricielle U peut également exprimée comme (voir cours)

3
U(n,wrt/2) = cos(wrt/2)1 + isin(wrt/2) {Z nka'k} ,
k=1

ou 1 est la matrice d"unité 2x 2 et n;, sont les composantes du vecteur
d’unité en direction du champ magnétique, 7 = B/|B|. Avec ceci
obtient pour B = Be,

l’Lf(l.)L
e2 0
U(nath/z) = U(t) = ( 0 ef%itwL ) ’

Par conséquent

Avec le résultat précédent
(52(0)) = (1) -0 - x(1) = o sin(20) cos(wr)
(5y(0)) = ixH (1) -0y - X(1) = — 1 sin(2) sin(wi )
(5:(0) = DI (0) - o x(0) = = cos(20)

On voit le vecteur (5(t)) effectue un mouvement de précession — sa
pointe décrit un mouvement circulaire, avec une composante (s (t))
constante.

La matrice de 'hamiltonien est donnée par H = —yB(n,;s, +nys, +
n.s;). La forme explicite est
0 m,  —iny
H=/mB| —in, 0 1Ny
My  —iNg 0

On voit que (HT)* = H = H. La matrice H est donc hermitienne.



(b) Pour le choix B = B, on obtient

(©

0
H=mB| —i
0

O O .

0
0
0

Le polyndme caractéristique est det(H — A1) = —\% + h%y2B2)\ et
les valeurs propres sont

X =0, A\ =-—hyB, A_=hyB.

Les valeurs propres sont les énergies possibles du spin. L'énergie
la plus basse, A\, correspond a 'orientation parallele du spin et du
champ magnétique, A_ a l'orientation anti-parallele et Ao a l’orien-
tation orthogonale.

Les vecteurs (spineurs) propres associés sont

0 7 v
Xo = 0 ’ X+ = % ) X— = %
1 0 0
On calcule A
o —ay)
X = %(a— +ay)
Qg
Avec ceci

(H) = x"Hx = myB(ja-* — a1 ).

On peut aussi écrire

(H) = Xolaol® + Aslar 2+ A_ja_ |2



: * Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
il
: (sl Espace vectoriel unitaire (I)

UNIVERSITED'ORLEANS

1. Avec |v) = c|u) (c € C) on obtient (v|v) = |c|?(u|u). Comme (u|u) = 1 et
(vv) = 1,1l suit que |c|* = 1. La forme la plus générale pour c est

c=exp(ip), ¢ €]0,2m).

Dans un espace vectoriel réel ¢ doit étre réel et ¢ = £1.

2. Soit {|a;)} (i = 1,2) une base orthonormée de l'espace vectoriel unitaire
en deux dimensions, tel que (a;|a;) = d;;, et soit [u) = wi|ar) + uz|az)
un vecteur normé, (ulu) = |u1|? + |uz|> = 1. Pour un vecteur |v) =
vila1) + valag), avec |v) L |u), on a les conditions

(ulv) = ujvr + uzve = 0,

(v[v) = |v1* + [vaf® = 1.

Ces conditions sont vérifiées si

vy = usexp(ig), vy = —ujexp(id), ¢ € [0,2n).
Par conséquent

|v) = up exp(i)|ar) — uj exp(ig)laz), ¢ € [0,2m).

Il y a donc un nombre infini de vecteurs |v) L |u), car ¢ est arbitraire.
Si I'espace vectoriel est réel, exp(i¢) estréel si¢p = 0ou ¢ = 7. lIn'y a
donc que deux solutions,

lv1) = uzla1) — uifaz)

[v2) = —uzla1) + uilaz) = —[v1).

3. (a) Par définition, la base {|a;)} (i = 1, 2) est orthonormée, (a;|a;) = d;;.
Avec ceci

—_

i i 1
(b1]b1) = S(a1lar) + §<a1\a2> - §<a2\a1> + §<a2!a2> =1,

(balbe) = S{alar) — Sorlaz) — 3 (azlan) — 3 {azlaa) =0,
(ba[br) = (b1]b2)™ = 0,

(ba]ba) = %<a1’a1> — %(al\m} +

La base “B” est donc orthormée, (b;|b;) = ;.
(b) Pour la base “A”

1 0
|a1>ea§/”=<0>, |a2>ea§A>=(1>.

Pour la base “B”

— DN

\)

b) ¢+ i) = L [be) & by =

S S
S G-



(©)

A —1 A
et e = (5 G ). k)l eps = (5

<k
N—

(d) Partantde

w:éw+éw,
M=éw—éw-

on trouve |b1) + |ba) = V/2|a1) et |b1) — |b2) = v/2i|az), d’otx

1 1 B
|(11> = 72‘b1> + ﬁ|b2> <~ ag ) = (

mém+éwﬁﬁ>(

(e) On partde |b;) = Ula;). Avec ceci

A A
Uy = {ailUlas) = {ailby).

)

Dans la base A I'opérateur U est représenté par la matrice unitaire

1 1
U(A)(ﬁ \/§>

L'opérateur U méme peut étre écrit dans la forme

2
U= |be){axl
k=1
(f) Avec x4
) = =)
= a
X /2 1
Comme |aj) = %\bﬁ + %\bﬁ (voir dessus), il suit alors que

1 1
— b))+ =|b
) = 5 lo1) + 5 1b2),

-(12)

et par conséquent



(g) Les éléments de T dans la base B sont
. 2 2
T = il T1b) = 7 3 (laran| Tl adlby)

2 2 2 2
=S ilany T ko) = SN U T,ﬁf‘ A)

k=1 1=1 k=1 =1

explicitement

T(B)( V2
Vi Vv

‘s Sl
N~ —
N
O =
=
—

——
-

4. (a) TT est donné par

T = {{ul}{[u)}" = Ju)(u| = T.

L’opérateur T est donc hermitien.

(b) Pour que T soit un projecteur, il faut que
1% = u){ulu)(u] = |[[u)|*T = T.

T est un projecteur si |||u)||? = 1.

(c) Les valeurs et vecteurs propres d'un projecteur P sont définis par la
relation P |n;) = \;|n;). Application de P par la gauche donne

P2 ny) = AP Ing) = Ailny).
D’autre part, P2 = P et P2|n;) = P |n;) = Aj|n;). Par conséquent

A=) =) =00ul) =1

10



: o ~ Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
: Al Espace vectoriel unitaire (II)

UNIVERSITED'ORLEANS

1. (a) Par définition

= lim
e—0 €
A+ AN | A . . BA+e)—B(\)| dA, .dB
= {lﬂ% % BA+AQ) | lim . BRI
(b) Ici on utilise la régle du produit, posant B = A1,
d, .4, A dA.  dATU  dATt . dA
d)\(AA )—O—ﬁA tA—— = — =-A d—A
(c) On utilise la représentation exp(z) = Y~ , 2™ /nl. Avec ceci
d exp([A + €]C) — exp(AC) s exp(eC) — 1 A
7\ exp(AC) = 11 im ; = lg% exp(AC)
1+eC 2} -1 A
= li_r)%{ re +€O(6 )} exp(AC) = Cexp(AC) = exp(AC)C.

(d) On utilise la régle du produit d'une maniere répétée. La premiere
étape est A = AA"!. Avec ceci

d .. dA ., , .dA"!
2 A AR

D) dA dA

dA ~dA"2 L dAT dA dA
— 714”_1 A A2 o An—li _ Al 1 An l
dA + dA + d\ et dA Z d\

dX dA

Utilisant ces résultats on montre les relations suivantes.

(a)

~

dd)\ {exp(AE)Aexp(—AB)} = exp(AB)BA exp(—AB)—exp(AB)ABe
= exp(AB)(BA — AB) exp(—=AB) = exp(AB)[B, A] exp(—AB).
(b)

% {exp()\fl) exp()\B)} = exp(AA) A exp(AB)+exp(AA) B exp(AB)

= exp(AA)(A + B) exp(AB).

11

A A . _AAn—2 An—2
_dA 1+A{d iy 404 } dA 4, 1+AdAAn 2, 44

dA

N

xp(—AB)



2. (a) On utilise la définition

dA™  (A4€l)n — An
— = lim
dA e—0 €

et on sait que

Par conséquent

dA™ (A4 €l)r — An
— = lim
dA e—0 €
An An—1 2\1 _ An R
T {A" + neA" +0O(e”)} — A _ o An
e—0 €
(b) Par définition
deXpA(A) — lim exp(A + €l) — exp(A) — lim exp(el) — 1 exp(A)
dA e—0 € e—0 €
A . ) )
= liII(l) {1 +el+0()} exp(A) = exp(A)
€— €

[A,BC) = —|BC, Al = —B[C, A] — [B, A]C = B[A,C] + [A, B|C.

4. (a) Pour n = 1 on obtient [A, B] = il et [B, A] = —il, et ces relations
sont par définition vérifiés.
On suppose maintenant que la relation [A, B"] = inB"~! est valide
pour n = k et on montre qu’elle reste valide pourn = k£ 4 1:

[A, B*] = [A, BB*] = B[A, B*] + [A, B|B*
= B(ikB*') +iB* = i(k + 1) B".

Comme la relation [A, B"] = inB"! est valide pour n = 1, on a
montré qu’elle est valide pour tout les n > 1.
La preuve de la relation [B, A"] = —inA"~! se déroule de la méme

facon. Icion a
(B, A1) = [B, AAY) = A[B, A" + [B, A]A*
= A(—ik A1y — i AF = —i(k + 1) A

Comme la relation [B, A" = —inA"~! est valide pour n = 1, elle est
valide pour tous les n > 1.



(b) Le commutateur [4, F'(A, B)] peut étre développé comme suit :

oo
[A,F(A,B)] = Y Funld,A™B"] =

m,n=0
= AMm [ A Rn A Am) Hn . — Am pn—1 ap
3 an{A [A, B + A, A" B }:2 3 0 AnBrt =i
m,n=0 4 R m,n=0 B
’ =inBn-1 =0 ’
Pour [B, F(A, B)] on obtient
[B,F(A,B)] = Y Fun[B,A"B"] =
m,n=0
- AMm DR pn N Am] Ppn . = Am—1pHn 8F
Z an{A [B,B"|+ [B,A™] B }:—z Z nF,mA™  B" = —i—.
m,n=0 Y m,n=0 0A
’ =0 =—imAm—1 '

13



' o : Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
' ,.|]|IW Oscillateur harmonique

UNIVERSITED'ORLEANS

1. (a) Dans le cours nous avons montré que

1

Up_1) = ———a|Up),
| 1) vnh [un)
1
A
Upt1) = a'lug,).

Par conséquent

(Um|a|un) = Vnhomn—1,
um\a [un) = v/ (n+ 1)A0m nt1,

oum,n=0,1,2,...

(b) Dans la base {|z)} les représentations matricielles de Z et p sont
données par & > z0(z — 2') et p <> —ihd,0(z — '), respectivement.

Avec ceci
h /
(x]a|z") 5(x — ) Gmd(x—w),
V2mwg
i h /
(x|a'|z") 5(x — ) 8:55(:(;—.@)
V2mwg

Dans la base {|p)} les représentations matricielles de & et p sont, en
revanche, & <> ihd,0(p — p') et p <> pd(p — p’), respectivement. Avec

ceci
i
(plalp") m\/ 5p5 NoTT pé(p P,
m
i
(plat|p’) ZN‘L\/ 70 9,6 (p N pé(p—p).
mwg

(c) Pour un opérateur A quelconque on a

dAp(t)  OAp(t) i ., -

Comme a et a' ne dépendent pas explicitement du temps,

dag(t) i o . s A
dt - ﬁ[H7aH(t)] - hU (t7t0)[H¢ G]U(t,tg),
dily (1) _ il ()] = Lo 7 AN
On avu que [H,d] = —hwod et [H, 4] = hwpat. Par conséquent
dap(t i JR o
g):hm@mwm%@w@m:—wwmm
dal,(t) i P -
2;( ) ﬁUT(tjto)(hwoaT)U(tvto) = iwoaly (t).

14



Les solutions des ces équations différentielles sont
&H(t) = &H(O) exp(—iwgt),
at, () = at, (0) exp(iwot).

2. On écrit d’abord

p=—iy )0 — ah.

2
(@) Comme ici () = (up|T|un), (P) = (un|plun), il suit avec avec les
résultats de I'exercice (1a) (z) = 0 et (p) = 0.

(b) On développe d’abord

32— 1
2mwy

(a2 +aal +afa + [aTP) -
2mwg

1 .

- (eﬂ +2afa+ hl + [aT]Z) .
2mwo

Avec l'exercice (1a) a%|u,) = n(n — 1)h|u,_2) et [aT]?|u,) = (n +

1)(n 4 2)h|un42). Par conséquent (uy,|a%|u,) = 0 et (uy,|[a']?|u,) = 0.

Comme (uy|a'd|u,) = nh (voir cours), il suit que

(22) = (unlihun) = 52— (20 + 1)
mwo

Pour p? on trouve

(a2 +2ata + [a,a] + [aW)

p2 = o (eﬂ —aat —afa +[af)?) = B0 (-&2 +2ata + [a,af] - [aTP)

2

Il
/?
Q>

[\
+
[\
>
i
Q>
+
St
—>
|
=
_—r
[\

et par conséquent

(0) = (] l1tn) = "0 (9, 4 1),

2
(c) On note que ((O — (0))?) = (0?) — (0)? pour n’importe quelle ob-
servable O. Comme ici (z) = 0 et (p) = 0, il suit que Az = /(z?) et
Ap = +/(p)?. Par conséquent

h
AxAp = 5(271 +1).

3. (a) Dans les conditions indiquées, 1'énergie potentielle d"une charge
dans un champ électrique est V (z) = —QEqx et 'opérateur hamil-
tonien prend la forme



(b) Utilisant la méthode du complément quadratique, on peut

également écrire

A2 n2
A~ p 1 2 ~9 2QE l ~ p 1 2 ~ A\ 2 1 2
H = % —+ §mw0 (l‘ — mwge X = % —+ §mUJO (l‘ — 1'01) —§mw0$
aw
_ C>2Eel
g = 5 -
mwo

Sil’on définit |ug)> comme états propres de H("), tel que

AOLD) = BV D),

on voit que
(wlul) = (& — zoluy),

£ _ g0 _ <n+ 1> o,
n n 2

Introduisant le décalage d’énergie
Q*Ey
2mw3’

1
AFE = —§mw8x3 =

il suit que
Hlup) = (E{Y + AE)|un),

[un) = lui?),

1

2
0

On peut introduire I'opérateur T' qui transforme \u%0)> en ]u@) via

uld) = Tluy”),
A +m
T:/ dz |z)(z — x0].

—0oQ0

(c) Choisir E tel que Ey = E(()O)—i—AE =0,0u E(go) = huwy/2. Ceci donne

wo
Eel = 5 mhwo .

16
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ﬁ Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
TSN Moment cinétique

UNIVERSITED'ORLEANS

1. (a) Le commutateur pour la composante z du moment cinétique peut
étre développé comme suit,

N—_——
= =0
Dans le cours nous avons vu que [p, f(2)] = —ihdf(z)/0% pour un
mouvement unidimensionnel. Ceci devient
oz Of(7)
— ik k=
[ k:af(r)] 8f‘k ) x,Y,z,

ou 7, = & etc. Par conséquent

De la méme fagon

Ly, V(7)) = —ih (28‘(;(’2) - iawm) ,

@ 03
s o L (.oV(F) V()
Lz, - — ~ - N )
(L., V()] = —ih (fe % Vo

ou bien

=

(L, V] = —ihf AVV ()

(b) Avec la forme donnée pour H il suit que

oL +ihF AVV (7).

A, I::] - [ 2m

[V, L) = [525

Nous avons d’abord
9%, L) = (02, (9D=—2Dy)] = Delbe, (9D=—2Dy) 1+ [P (9=—2Py)]pr = 0,
car p, commute avec § et Z, ainsi qu'avec p, et p.. Ensuite

92, L) = [, (9P — 2y)] = bylPys (952 — 2by)] + By, (G2 — 2Dy)]by

- ﬁy [ﬁy: Z)ﬁz] - [pya zpy] + [ﬁya gﬁz] - [ﬁya 21531] ]ay
—— ——

=0 =0

:ﬁy Q[ﬁyvpz]"‘[ﬁya?)]ﬁz + y[ﬁy’ﬁz]+[ﬁy7@]ﬁz ﬁy:_%hﬁzﬁy-
N—— = S—— =

=0 —ind =0 —ind
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et de la méme fagon

52, L) = (02, (9Bs — 2Dy)] = D2 [Psy (Uhs — 202)] + (B2, (9D= — 2Dyl

= ﬁz [ﬁza Qﬁz] _[ﬁ27 éﬁy] + [ﬁm gﬁz} _[ﬁza éﬁy] ﬁz
~—— —
=0 =0

7]32 2 [ﬁzaﬁy] + [pAZa ’é] ﬁy + 2 [ﬁz,ﬁy] + [ﬁza 2] ﬁy ﬁz = QZhﬁyﬁz

N—— Y~ —— =

=0 =—ihl =0 =—ihl
Comme pyp. = p.py, il suit que
5 + b, + 52, L] = 0,

ce ce montre de la méme facon pour les autres composantes du mo-
ment cinétique. Par conséquent

Py B
-
— Ll =0.
om’

Si le potentiel possede une symétrie radiale, V (7) = V(r), our = |7,
il suit que

—.

+ihf AVV(7) = 0.

~ = = 52 =
+[V(#), L] = Tn’L

Comme [H, L] = 0, le moment cinétique est conservé.
(c) On écrit

(L, Ly) = [(992 — 2By), (2px — &P2)]
= [Qﬁza 2]51]*[3)]%7 jﬁz} - [2163/7 zﬁx] +[2ﬁyv i‘ﬁz] =y [ﬁzv 2] Pz tT [évﬁz] ﬁy
N—— N—— N——
-0 -0 —indl ihl
= ih(&py — §pe) = ihL,.

N A

On trouve de la méme facon que [L., L,| = ihﬁy et Ly, L.] = ihL,.

Par conséquent

Ly, L) =ihL,, cycl.

Afin de calculer [Ly, L?] on développe [Ly, Ez] = [Lp, L2+ 12+ 12).
Pour k = z on a en particulier

[ﬁr?f’g] = Av
(Lo, L}] = Ly[La, Ly) + (L, Ly|Ly = ih(Ly L. + L.Ly),
[Le, L2 = L.[Ly, L) + [Lo, L) L. = —ih(L. Ly + L, L.).



Avec ceci

(Lo, L2+ LY+ L2 = 0.
Utilisant la méme approche pour les autres composantes on
confirme que

(L, L2+ L2+ L2] = [Ly,, L} = 0

2. — On développe d’abord

LoL_+L*—hL,|= (Ly+ilLy,) (L, —ilL,)+ L? — hL,

2

z
— (2 ibpbyvily byt L2+ B2~ B, = 12 —i[Ly, L) +12+12—hi
T =y yHr Yy z z x xy Hy z

— De la méme facon

= L2+iLoLy—iLyLy+L3+L2+hL, = L2+i Lo, Ly + L2+ L2 +-hL.
~——
ihl,

L Ly+IL?+hL,|=(Ly—iLy)(Ly+iL,)+ L? + hL,
_l’_

— En utilisant [L,, L,] = ihL, (cycl.), on voit que

Ly, L.)|=[(Le +iLy), L.] = [La, L) +i[Ly, L]

— De la méme facon

[£—7£Z] = [(zx - Zi}y),ﬁz] = [f/xvf/Z] - i[Ly7LZJ

— —ihlLy + hL, = hL_

— Comme [Ly, L?] = 0 (k = z,v, 2), L? commute également avec toute
combinaison linéaire des Ly, et par conséquent [ﬁi, ﬁ2] =0.

3. En s'inspirant de la démonstration du cours que (r|[V, Ly]|r') = 0 si
V(r) = V(|r|), on écrit d’abord

(PI[T, Lllp) = / 2" (plT1p") (0" Eilr’) — / & (ol Lelp”) (0" 1)
En utilisant que
~ P

(p|T|p’) =T(p)o(p—p'), o T(p)=_——,
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on trouve pour le premier terme

[ I o Lele) = [ T30 - (it 0" — 9}
= ihT(p)pp,0(P — P),

et pour le deuxieme

/ d*p"(p|Ly|p")(p"|T|p') = / d*p" {ihpy,6(p — ")} T(P")5(p"—P)

= ihpp,0(p — P )T (D) = ihpp, {3(p — P)T(P)}
= ihT(p)pkd(p — P') + il {pT(pP)} o(p — P').

Il suit alors que
(pI[T, Ly]|p') = ih {pxT(p)} 5(p — ).
Utilisant maintenant
T(D(ek,€)-p) ~T(p) +eppT(p),  (lel <1).

on voit que p,, T'(p) = 0si T'(D(eg, €) - p) = T'(p), i.e. si T est invariant
sous une rotation de 'argument p. Comme 7' (p)  |p|?, ceci le cas et on
peut conclure

(p|[T, Li]|p’) = 0
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