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Chapitre 1

Equations linéaires, matrices

I.1. Systemes d’équations linéaires

Dans tous les domaines de la science la solution d"un probleme particulier
mene a des équations linéaires de la forme

a1 + 19T + ... + AinTy = Y1,
2171 + QT2 + ...+ ATy = Yo,
(L.1)
Ap1T1 + Ap2%2 + ...+ GpnTp = Yn,
ot deux lectures sont possibles :
(1) Les quantités z, ..., x, sont données et on interprete v, . .., y, comme

fonctions linéaires de ces variables.

(2) On interprete les Eq. (I.1) comme un systeme d’équations linéaires pour
les quantités 1, ..., x,.

Une notation plus courte des équations (L.1) est

n

Zaijxj:yi, i=1,...,n (I.2)

=1

et une notation encore plus compacte est obtenue en utilisant la notation ma-
tricielle. Introduisant la matrice

air ... Qin
A= : ... (1.3)
Ap1 .. Qpp

de dimensions n x n et les vecteurs de colonne

Z1 U1
, y=1 : (1.4)
L, Yn

de dimension n, on écrit
A-x=y (L.5)
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Définissant 'indice ¢ dans la formule (I.2) comme indice de ligne de la matrice
A et j comme indice de colonne, I'élément vy, (k = 1,...,n) est obtenu en cal-
culant le produit scalaire de la k-ieme ligne de la matrice A avec la colonne x.

aip ... Qin il Y1
a1 ... Qpn . T = . (16)
Qp1 ... Qpp T Yn

La notion “produit scalaire” est ici de nature technique et concerne le calcul
matriciel. On abordera la définition d"un produit scalaire entre deux vecteurs
en tant qu’objets mathématiques plus tard.

La matrice A peut étre exprimée par ses vecteurs de ligne et ses vecteurs
de colonne,

A= :(a§0>,...,ag>), (L7)

ou agl) sont ses vecteurs de lignes,
! ,
ag):(a“,...,am), 1=1,...,n, (L.8)
et a§c) ses vecteurs de colonne,

a§C) — , ] = 17 R 7 (19)

Qpj

Ici on définit le premier indice de I'élément a;; comme indice de ligne et le
deuxiéme comme indice de colonne,

a; = (a"); = (a});. (1.10)
Avec ces définitions 1'équation se lit alors explicitement
al(-l)-x:yi, 1=1,...,n. (I.11)

I.2. Solution formelle d'un systéme d’équations linéaires

Interprétant (I.5) comme équation matricielle pour 1'inconnue x, la solution
peut étre formellement écrite comme

x=A1ly (I.12)

ot A~! est la matrice inverse A. Elle vérifie
ATVCA=A - A1=1 (I.13)
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ou 1 est la matrice d’unité,

10 0
01 ... 0

1= . (1.14)
0 0 1

Avec la notation matricielle la solution formelle des équation linéaires
s’écrit de la méme maniere que pour une équation scalaire de la forme, axz = b.
Ici x = a~'b si a # 0 et la variante matricielle a une solution si det(A) # 0,
ot det(A) est le déterminant de A qui sera défini plus tard. La détermination
de l'inverse d’une matrice de dimensions n x n correspond a la solution de n
équations linéaires. Définissant la matrice inconnue

X=A" (L15)
on cherche a déterminer X par 1'équation matricielle
a a . . 10 ... 0
1 ... Qi 1 - Tin 01
=1 . : (I.16)
. api  --. Qpn ) Tpl .- Tpn ) 0 0 1
A X \ ~- g

ce qui est équivalent a résoudre les n systemes d’équations linéaires

AxlP =€ j=1..n (L17)
ol X§~c) est la j-eme colonne de la matrice inverse recherchée et eg-c) la j-eme
colonne de la matrice d’'unité,

e;=| 1 <+ élément no. j . (I.18)

0
Les opérations précédents définissent implicitement la multiplication de deux
matrices quadratiques. En écrivant les équations (I.16) en composantes,

n

Z Qi TE; = 5ij (119)

k=1

on écrit I’élément 7, j de la matrice d'unité comme produit scalaire de la i-eme
ligne de A avec la j-eéme colonne ce X,

(1)ij =0;j = agl) -Xg-c), i=1,....n, j=1,...,n. (1.20)
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La produit matriciel sera généralisé en section pour des matrices rectan-
gulaires.

Il est trivial que la solution des équations via le calcul explicit de la
matrice inverse A est inefficace du point de vue numérique, car il implique la
solution de n systemes d’équations linéaires au lieu d'un seul. Le concept de
la matrice inverse est le plus souvent utilisé dans un contexte mathématique
formel. L'exemple[[.1|donne une illustration pour 1'utilisation de la matrice in-
verse pour la solution formelle d'un systeme d’équations linéaires. La solution
numérique d"un systéme d’équations linéaires sera traitée plus tard.

Exemple I.1. Matrice inverse: Comme exemple pour la solution formelle d"un
systeme d’équations linéaires via la matrice inverse de la matrice des coeffi-
cients on considere le systeme A - x =y, out

1 2 3 1
A= 2 3 4], y=11
3 4 4 2
On vérifie que
—4 4 -1
A7l = 4 =5 2
-1 2 -1
est la matrice inverse,
1 2 3 -4 4 -1 100
A-A'=12 3 4 4 -5 2 ]=(010]=A"1-A,
3 4 4 -1 2 -1 00 1
et que
—2
x=A"1y= 3
-1

est la solution pour x.

1.3. Eléments du calcul matriciel

1.3.1. Produit de matrices rectangulaires. Dans ce qui suit on considérera
plus généralement des produits matriciels de la forme

U V=W, (1.21)

ou U est une matrice m x p, V est une matrice p x n et W une matrice une
matrice m X n.

U117 e Ulp Vi1 ... Uin
U= S : \Y%

Um1 oo Ump Upt ... Upn

, (1.22)



L.3. ELEMENTS DU CALCUL MATRICIEL 7
et la matrice résultante a les dimensions m x n,

w11 oo Wip
W = U I (1.23)

Wm1 -+ Wmn

Les éléments de la matrice de produit W sont données par
Wsj :Zuikvkj, 1= 1,...,n, ] = 1,m (124)
k=1

Les vecteurs de colonne de U doivent avoir la méme longueur que les vec-
teur de ligne de V et le schéma de multiplication de deux matrices peut étre
raccourci comme

(m,p)(p,n) = (m,n), (1.25)
ou p disparait dans le produit (“contraction”).
1.3.2. Matrice transposée. L'opération de transposition fait d"une matrice

de dimensions m x p une matrice dimensions p x m, en échangeant lignes et
colonnes de la matrice considérée,

Uiy ... Umi
u'=1| : ... ou (U'). = u. (1.26)
Uyp .. Umyp
On note que
(U-v)yf =vT.u? (1.27)

ce qui peut étre montré comme suit :

T _ — 0. @ @ O T (Te) _ (vT T
(U'V)z‘j—<U'V)jz‘—uj Vi =V 0 =V _(V 'U)z‘jD
Ici on utilise que la i-eme colonne de V est la i-eme ligne de V' et que j-eme
ligne de U est la j-eme colonne de U”. Pour les matrices complexes on définit

* *
UH e uml

U = Lo ou (U™ =u} (1.28)

ij v
*
U1p DY u

et l'identité (.27) devient

mp

(U- v =vi.ut (1.29)
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En écrivant

il suit que
W), =u vl i=1..m j=1,...n (1.30)

1.3.3. Produit scalaire de deux matrices de colonne. Le schéma
contient le produit scalaire euclidien de deux matrices de colonne comme cas
spécial, car la multiplication d"une matrice de dimensions 1 x n avec une ma-
trice de dimensions n x 1 donne une matrice de dimensions 1 x 1, donc un
scalaire,

(1L,k)(k, 1) =(1,1). (1.31)
Définissant
x1 hn
X = : , y = : , (1.32)
Tn Yn

le produit scalaire de x et y est défini par

(o y) =D wiy =x" -y = (y,%). (33)

Pour les matrices complexes on définit
(xy) =) wiy=x"y = (y.x)" (134)
i=1

1.3.4. Produit dyadique de deux matrices de colonne. Partant encore du
schéma (1.25) on voit que le produit matricielle d"une matrice de dimensions
m x 1 avec une matrice de dimensions 1 x n donne une matrice de dimensions
m X n,

(n,1)(1,m) = (n,m). (L.35)
Définissant
T hn
X = , y = : , (1.36)
Lm Yn

on construit avec la regle générale ([.20) la matrice
XQy=x-y’, (1.37)
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sachant que les lignes dans la matrice de colonne x et les colonnes dans la
matrice de ligne y” ont la longueur 1.

1 TiYyr - T1Yn
x@y=| | Wsyn) = - . (1.38)

Pour cette raison on a simplement
(X ®Yy)ij = 2y (1.39)

Pour les matrices complexes on définit

xy=x-y? (1.40)
x 1Yy ... Ty
x@y=| : |-y = S K (141)
T, Tm¥Y] - Tl
et élément par élément
(X & Y)ij = a:zy]* (142)

1.3.5. Projecteurs. Le produit dyadique peut étre utilisé pour définir le
projecteur sur un vecteur donné quelconque,

P(a) := zT' az . (143)
Ce projecteur vérifie
P(a)-P(a) = P(a), (L.44)
P’ (a) = P(a). (1.45)
Pour les matrices complexes on a
P(a) := ZHaZ (L46)
Iciona
P(a) - P(a) =P(a), (1.47)

P (a) = P(a). (1.48)
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1.3.6. Matrices de forme spéciale. On liste ici des matrices ayant une
forme et des propriétés particulieres.

Matrices diagonales:

aq 0 ce 0
0 as ... 0

A =diag(ay,...,a,) = L . ) (1.49)
O 0 ... a,

La matrice d’unité est alors une forme spéciale d'ne matrice orthogo-
nale, ol1 tous les éléments sont égaux 1,

10 ... 0
01 ... 0

1 =diag(l,...,1)=| . . e (1.50)
00 1

Matrices symétriques/hermitiennes: Une matrice, A, est est symétrique si
AT = A oubien ;5 = Qji, (151)
et elle est hermitienne si

A" = A oubien a;=a}.

(L52)

Il est évident que ces propriétés nécessitent que A soit quadratique. Les
matrices vérifiants

AT = —A oubien Q5 = —Qjs, (153)
sont appelées antisymétriques et les matrices ayant la propriété
A" = —A oubien a; = —az;, (I.54)

anti-hermitiennes. On note que toute matrice peut étre décomposée en
une partie symmétrique et une partie antisymétrique,

A:%M+Aﬂ+%M—Aﬂ, (1.55)

(. s (. s

A AL

et les matrices complexes peuvent étre décomposées en une partie her-
mitienne et une partie anti-hermitienne,

A= (A+A") 5 (A-AT). (L56)

(.

A A=)



L.4. SOLUTION D’EQUATIONS LINEAIRES 11

Matrices orthogonales/unitaires: Une matrice orthogonale est une matrice
quadratique qui vérifie
AT A=1 (1.57)
Pour les matrices complexes on définit les matrice unitaires par la pro-
priété
AT A=1 (I.58)

Exemple 1.2. Matrice orthogonale et unitaire: Un exemple pour une matrice

orthogonale est
D_ ( cos(¢) —sin(¢) > .
sin(¢)  cos(¢)

On vérifie que

DT-D:< cos(¢p)  sin(¢) _ cos(¢) —sin(e)
—sin(¢) cos(¢) sin(¢)  cos(¢)

10
= =D D",
01

et on note que D décrit des rotations dans un plan, avec I'angle ¢. Un exemple
pour une matrice unitaire venant de la mécanique quantique est

U:< cos (9 z'sin@))

1sin (%) coS (%)

On vérifie que

H 17 oS (%) —1sin (%) ) . ( oS (%) tsin (%) >
vu ( —1 8in (%5) cos (%) 1sin (%) cos (%)
0
1

I.4. Solution d’équations linéaires

1.4.1. Algorithme de GauB. Partant du systeme d’équations linéaires (L.1),
on comprend que l'addition d’un multiple d’une équation a une autre mene
a un systeme d’équation équivalent, i.e. & un systéme qui a la meme solu-
tion, x. On peut également permuter deux équations. De cette maniére on peut
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énérer un systéme d’équations linéaires de la forme
Yy

11+ Ti12T2 +
0 + T92X9 +

o + 0 +

qui peut étre résolu d’une maniere récursive,

), k=mn,..., 1,

k—1

1
T = — | Bk — E TkjZj5

j=1

+ TiT, = 21,
+ TonTn, = 2o,
+ ThanTn = Zn,

a condition que r, # Opour k =1,...,n.
La transformation du systeme d’équations linéaires donné en Eq. (L.1)) vers
la forme (1.59) peut étre formalisée d"une maniére compacte en utilisant la no-

tation matricielle :

Step 1:
1 0
_az
ail
L, — -0 1
-l 0 0

a1l

ot AW ala forme

1 1)

aypy Qg

0 a%)

(1)

AL — 0  as

1
a§3)

1
ag:a)

(1)
Q33

053

:>L1'A'X:L1'y,
——

A y

al;

(1)

Qop

ay;

(1)

Ann

(1.59)

(L.60)



L.4. SOLUTION D’EQUATIONS LINEAIRES

Step 2:
0
0

0 a:(),12>
L, — agy)
al)
0 —=5
22

ot A® alaforme

Stepn — 1:
10
0
Ln—l—
0 0
0 0 —

1 0
=Ly, - AW x=1,- y(l)’
A® y@
0 1
2 2 2 2
ag1) agQ) (153) agn)
2 2 2
0 af aff as)
0 0 ag? aéi)
0 0 d¥ al)
=L, - A" x=L,, -y"?,
1 0 —— —
A(n—1=a y(n—1=g
ay 2
n-2) 1

anfl,nfl

ot A"~V ala forme triangulaire supérieure recherchée,

A =1

L’algorithme de Gaufs est souvent utilisé avec pivotisation. Afin d’éviter des
instabilités numériques due a la division par des petits nombres, on échange

(n—1) (n—1)

aq 12
0 agg_l)
0 0
0 0

n—1
aga :
n—1
agfﬂ :
n—1
ai(’>3 )

(n—1)
in

(n—1)

a2n

(n—1)

asy,

o
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les équations tel que pour I'étape j

:max<a§€),...,a$%>, j=1,...,n—1. (I.e1)

()
ajj

La solution d’un systéme d’équations linéaires peut mener aux situations sui-
vantes :

Il y a exactement une solution: Ceci est le cas si
TLk 7&0, k= 1,...,n. (162)

Il y a un ensemble de solutions: Ceci est le cas si R et z ont la forme

(52) ()

oi1 R est une matrice triangulaire supérieure de dimensions m x m, avec
m < n, Z un vecteur de colonne de longueur m et S une matrice quel-
conque de dimensions m x n. Dans ce cas la solution pour x peut étre
écrite sous la forme

R™!-7
X = 0 + Xp, (L.63)

ou x;, est la solution de
A-x;,=0. (I.64)

Une solution non-triviale peut toujours étre trouvée. Avec la forme ex-

AN HIRNH

on voit u est la solution du systéme d’équations linéaires

R-u=-S.v,

ol v peut étre arbitraire,

v = : , o €R. (L.65)

Oénfm

m:<_R”S”). (1.66)

Ceci montre que

A%

On appelle l'espace engendré par l'ensemble des vecteurs
xXp(Q1, ... Q) le noyau de la matrice A.
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Il y n’a pas de solutions: Ceci est le cas si R et z ont la forme

R S z
(32 (1) e

Exemple 1.3. Algorithme de Gauss, une solution unique: On considere le
systeme A - x = y de l'exemple|l.1, ot

1 2 3 1
A=[234], y=[1
3 4 4 2
Step 1:
1 00 1 2 3 1
Li=| 210 ]|=A0=[0 -1 -2 |, yW=|[ -1
-3 0 1 0 -2 =5 -1
Step 2:
1 0 0 1 2 3 1
Ly=( 0 1 0]=A®P=[0 -1 -2 |=a, y@=| -1 | =2z
0 -2 1 0 0 -1 1
La solution de a - x = z est
—2
X = 3 =At.y O
—1

Exemple 1.4. Algorithme de Gauss, ensemble de solutions: On considére le
systeme A - x =y, ou

1 2 3 1
A= 2 3 4], y=11
3 45 1
Step 1:
1 00 1 2 3 1
Li= 210 |=AY=[0 -1 2], yO=| -1
-3 0 1 0 -2 —4 -2
Step 2
1 0 O 1 2 3 1
Ly=(0 1 0]|=2A®P=[0 -1 -2 |=a, y?= 1 | =z
0 -2 1
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La solutionde a - x = z est
—1 1

1.4.2. Solution d’équations linéaires par orthonormalization.

1.4.3. Algorithme de Gram-Schmid. One considére n vecteurs de colonne,
ay, de longueur n quelconques, qui sont regroupés sous forme matricielle

A= (a,...,a,). (1.67)

On suppose que

A-x=0=x=0, (1.68)
i.e. que le systéme d’équation linéaires, A - x = 0, n’a que la solution triviale,
x = 0. Ceci dit qu'aucune colonne a; peut étre écrite comme combinaison
linéaire des autres. De cette maniere n’importe quel vecteur de colonne de
longueur n peut étre écrite comme combinaison linéaire des colonnes ay, que
forment de cette maniére une base (voir section |[.6).

Partant des colonnes {ay,...,a,}, on cherche maintenant une autre base,
{a1,...,q,}, qui est orthonormée,
qu'qj:(Sija i,jzl,...,n. (169)
Utilisant la définition d"un projecteur sur un vecteur u,
T
u-u
P(u) .= ,
() = 7

la méthode Gram-Schmidt consiste a construire cette base orthonormale suc-
cessivement, faisant en sorte que tout nouveau vecteur soit orthogonal a tous
les vecteurs précédents et normalisant les vecteurs construits ainsi a la fin :

u;

ne T
u

u; = a; — P(w) - a qz = ||u2||
2
us

us :ag—P(ul) -a3—P(u2) - asg qs = m
3
n—1 u
k=1 "

Ceci montre que la matrice Q peut étre écrite sous la forme

a70)
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ol les colonnes de Q sont les vecteurs q; (j = 1,...,n) construits d’apres le
schéma décrit ci-dessus,
Q = (ql; s 7qn) ) (171)
et R est de forme triangulaire supérieure,
m Ti2 Tz ... Tin
0 T99 To3 e Ton
R=| 0 0 7 - 7a | (1.72)
0O 0 0 ... 7

Par construction la matrice Q est orthogonale,

Q" -Q=1=Q-Q"| oubien |q/  q;=4; (L73)

1.4.3.1. Matrice inverse, solutions d’équations linéaires. Le méthode d’ortho-
gonalisation de Gram-Schmidt peut étre utilisée pour la solution de systéemes
d’équations linéaires. On note d’abord 1'éq. (1.70) montre que

Q=A-Re1=A -R-Q,

ce qui veut dire

A'=R-Q| (1.74)
La solution du systeme
A -x=y.
s’écrit alors comme
x=R-Q".y (1.75)

Exemple 1.5. Matrice inverse par orthonormalization: On considere de nou-

veau le systeme A - x =y de l'exemple|l.1} ot

12 3 1

A=|2 3 4], y=11

3 4 4 2

Pour cet exampleona Q = A - R, ou

L _10 13 L 4 _1
V14 V21 V6 Via V21 V6
7 2 2 1 2
S RN I NN
3 2 1
0 0 V6 Vi Tva TV
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3.0
25

az ,,//
2.0 il

1.0 2 aq

0.5

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0
X

FIGURE 1. A gauche : Parallélépipede engendré par les vec-
teurs de de colonne de matrice de dimensions 2 x 2 donnée par
I'équation . A droite : Idem pour une matrice de dimensions
3 x 3 donnée par I'équation ([.80).

On vérifie que Q7 - Q = Q - Q7 = 1 et que (voir exemple[L.1)

—4 4 -1
A'=R-Q'=| 4 -5 2 |,
-1 2 -1
tel que
-2
x=A-Q.y=| 3
-1

est la solution de systeme d’équations linéaires posé.

1.5. Déterminants

I.5.1. Définition. Le concept de déterminant est étroitement 1ié a celui de
matrices, plus précisément de matrices quadratiques. Le déterminant d"une
matrice

apn ... Qip
A= oL = (ay,...,a,) (L.76)
Apl  --- Qpn
est le volume du parallélépipede engendré par les vecteurs {ai,...,a,}. La
définition est
det(A) = > (=1)°Pay; a9, - . - anj, (L77)

{j17j2:-~~7jn}:P(1,2,...,n)
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ol la somme s’étend sur toutes les permutations P(1,2,...,n)de 1,2,... ,net
o(P) est le nombre de permutations d’éléments adjacents qui est nécessaire
afin de produire la permutation P respective. Souvent on utilise la notation

ai;r ... Qip
= det(A). (1.78)
Ap1 ... QApp

Pourn =2ona
det(A) = a11Q922 — A12Q21.

Les permutations sont ici

Pour n = 3 on obtient
det(A) =aj1a92a33 + a12a23a31 + a13021032
—Q11023032 — Q12021033 — (13022037 .

Les permutations sont ici

12 3) (1)
1 3 2 ~1
J 213 oy ) —1
P=y231( V=3 1
31 2 1
(3 2 1) ( —1 )

La figure |I{montre les parallélépipedes engendrés, respectivement, pour la
matrice 2 x 2 (a gauche)

A= ( c ) ) . det(A) =3, (L.79)

et pour la matrice 3 x 3 (a droite)

A= . det(A) = 24. (1.80)

_ O W
w O =

1
3
0

1.5.2. Dépendance linéaire de vecteurs. On note que la définition (I.77))
peut étre obtenue d'une directe en introduisant formellement des vecteurs de
bases {€1, ..., €,}, tel que

n
CLj: E aijez-
=1
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est le vecteur correspondant a la j-eéme colonne a; de la matrice A, qui
est doneée par I'éq. (L.76). Avec la définition d'un produit extérieur anti-
commutatif,

—

GANb=—bAT (L81)

on a

Un exemple simple pour n = 2 illustre la définition d"un déterminant suivant
la définition (I.82) :

61 A\ 62 = (a1151 —+ &2152) A\ (a12€1 + Ggggg)
= 11012 €1 N\ €1 +011022€1 A €3 + 21012 €2 N €1 +a21a22 €2 N\ €
~— ~——
=0 =—¢€1/Aé2 =0
= (a11a22 — aglalg)él A 52 = det(A)é} A gg.
Il est important de comprendre que la définition (1.81) n’est pas le produit vec-
toriel bien connu. La définition ([.82) montre bien que la dépendance linéaire
de vecteurs d et a, respectivement, mene a det(A) = 0. Supposons que

r
C_in: E ck(ik.
k=1

Dans ce cas
GLANG A ... NGy =T Nay A ... N\ (chak>
k=1
ck<d'1/\d’2/\.../\/\.../\> —det(A)& A A ... NE.
k=1 .

~~
=0

On peut alors conclure

{ai,...a,} sontlinéairement dépendant < det(A)=10 (1.83)

1.5.3. Propriétés particulieres de déterminants. Les propriétés de base
d’un déterminant d’une matrice quadratique A sont

det(AT) = det(A) (1.84)

et pour le produit de deux matrices

det(A - B) = det(A)det(B) (1.85)

Une conséquence immédiate est

det(A - A7) = det(A)det(A™!) = det(1) = 1
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et par conséquence

B 1

~ det(A)
Une autre propriété tres importante est la définition récursive d'un

déterminant. Partant de la matrice (I.76) on construit ma matrice des mi-

neurs, A™M") ot I'élément 7, j est donné par le déterminant de la matrice
(n —1) x (n — 1) qu’on obtient en éliminant la i-eme ligne et la j-éme colonne,

det(A)

(1.86)

det(Al)) ... det(Al})
Amin) — : ... : (1.87)
det(AL)) ... det(AL)

Avec ceci le déterminant de A peut étre obtenu par une somme de déterminant
de dimension (n — 1) x (n — 1), suivant une ligne, 7, ou une colonne, j, de A :

det(A) =Y ay(—)™al™, i=1,...n, (1.88)
j=1
= Z aij(—l)”jagnin), j=1,...,n. (1.89)
i=1
Pour une matrice triangulaire de la forme
U1 U2 U3 ... Uip lll 0 0 Ce 0
0 wuge wus ... U, lor oo 0
U= 0 0 uzz -+ us, et L= loy l32 33
0 0 0 oo Upn lnl lng lng Ce lnn

la régle de développement de déterminants donne

=1
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Exemple 1.6. Determinant et matrice de mineurs: On considere la matrice

3 1 =2
A=12 4 3
1 -3 0
dont le déterminant est det(A) = 4. Ici la matrice des mineurs est
. 9 -3 -10 + - +
A — | 6 2 —10 et le schéma de signes - + -
11 13 10 + - +

Développant det(A) suivant le premiére ligne donne
det(A) =3x9—1x(=3)—2x(—10) =50
et suivant la premiére colonne
det(A) =3 x9—2x (—6)+1x 11 =50.
On vérifie que le schéma fonctionne aussi pour les autres lignes et colonnes.
I.5.4. Determinants et solution d’équations linéaires. Les déterminants
permettent aussi de calculer l'inverse d'une matrice et de résoudre des

systémes d’équations linéaires. Cette application élégante n’est pourtant pas
utilisée pour des applications numériques. On définit la matrice des cofacteurs

par

adj N (adj) _ i+j  (min)
AR on a; = (=1)"ay (1.91)
et avec ceci la matrice inverse devient
1 .
= —— A det(A) £0 1.92
Les solutions d'un systéme d’équations linéaires de la forme
A-x=y, A=(ay,...,a,) (1.93)

peuvent étre calculées par le calcul de déterminants, en utilisant la regle de
Cramer.[l]

det(Ay)
= k=1,... 1.94
T det(A) ) ) , 1 ( 9 )
Ay =(ag,...,a51,¥, 811, -,2,) (1.95)

Dans la matrice Ay, la k-iéme colonne de la matrice A est remplacée par b.

1. Gabriel Cramer, mathématicien suisse 1704-1752.
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Exemple 1.7. Régle de Cramer et inverse d’une matrice: On considére encore
le systeme d’équations linéaires

2 46 1
A= 46 8], y=11
6 8 8 2
Icion a det(A) =8 et
1 46
Ai=116 8], det(A;) = -8
2 8 8
2 1 6
A2 = 4 1 8 s det(Ag) = 12,
6 2 8
2 41
A3 = 4 6 1 , det(Ag) = —4.
6 8 2
Comme det(A) = 8 on trouve
—1
3
X = 5
21
2
Pour cet exemple on a
. —-16 16 —4
APY = (16 —20 8
-4 8 -4
et par conséquent
-9 9 _1
1 ‘ 2
-1 _ AQd) — 2 3 1
det(A) 1P 1
2 1 2

On vérifie quex = A™! - b.
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I.6. Vecteurs et changements de base

Nous commencons cette section par une une relation triviale pour un vec-
teur de colonne, v, de dimensions 7, en écrivant v = 1 - v, ce qui se lit explic-
tement comme

U1 1 0 ... 0 U1
(%) 0 1 0 (%)

VvV = = . .
Up, 0O 0 ... 1 Up,

ot bien comme

1 0 0
0 1 0
vV =1 : + vo : + + v, :
0 0 1

Formellement le vecteur de colonne v est représenté dans dans la base ortho-
normée, &, = {ey,...,e,},

VvV = Z v;€;, e;fr - € = 57,] (196)
i=1

On voit d’'une manieére évidente que tout vecteur de colonne v de dimensions n
peut étre exprimé dans cette base £,,. Pour introduire le concept de changement
de base nous définissons

E=(e,...,e,) (1.97)
et formellement
v=E-vg, v =0", (1.98)

ol v sont les composantes de v dans la base &,. Comme E = 1 on a pour ce
cas particulier v = vp. Considérons maintenant une autre base, 3, avec les
vecteurs {by,...,b,}, regroupés dans la matrice

B = (by,...,by) (1.99)

Chaque vecteur de base, by, est une superposition des vecteurs de la base &,,

be =Y bue; (1.100)
i=1

Comme B = B - E, on peut dire que la matrice B transforme formellement les
vecteurs de la base &, en les vecteurs de la base B,,. De la méme fagon que la
relation E - vy = 0 implique trivialement vy = 0 on demande que

B.-vg=0=vp=0, oubienque det(B)#0, (L.101)
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ce qui assure que B, est aussi une base et que la matrice B! existe. Dans ce
cas nous pouvons écrire

v=B-B ! vg,
ou bien

v=B.vg, avec vp=Bl.vg (1.102)

En écrivant explicitement

n

v=> u"b, (1.103)
k=1
il est évident que les coefficients v,iB), regroupés dans le vecteur de colonne v,
sont les composante de v par rapport a la base B,,. Explicitement on a
v%B) B ... By} v%E)
: = oL : : . (1.104)
v By ... By on”)

Il est important de comprendre que les vecteurs de la nouvelle base, 5,, ne
sont a priori pas orthonormés. On a en général

a priori

BT".B=G # 1 (1.105)

Si G = 1 la matrice B est alors orthogonale, c.a.d. b} - b; = §;;. Pour des
vecteurs complexes tout reste valable, écrivant

a priori

B . B=G # 1, (1.106)

et si G = 1 la matrice B est unitaire, tel que b - b; = §;;.

1.7. Transformations linéaires et changements de base

On considére une transformation linéaire de la forme

1107

ol x et y sont donnés par rapport a la base &,. Utilisant la définition de la
matrice B selon 1'éq. (.99) et partant de la relation on peut maintenant
écrire
A-B-B!'.x=B-B'l.y,

et multiplication avec B! par la gauche donne

B' A-B-B!.x=B'.y.

—_—— S —

A(B) x(B) y(B)

Par rapport a la base B on obtient donc un systeme d’équations linéaires
équivalent

AB) xB) —yB)  on AP =B'.A.B (1.108)
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etx(P) =B~ .xety® = B~!.y dapres la section précédente.
On note que la transformation ([.108) laisse invariant le déterminant :

det(A®)) = det(B™' - A - B) = det(B!)det(A)det(B)

_ detl(B)det(A)det(B) _ det(A),
bref
det(A®)) = det(A) (1.109)

Un autre invariant est la trace d"une matrice qui est définie par

n

tr(A) =) a;. (1.110)

1=1
On montre que pour deux matrice quadratiques, A et B, de dimensions n x n
tr(A-B)=tr(B-A), (I.111)
et cette relation peut étre utilisée avec
tr(AP) =tr(B'-|A-B]) = tr(A - B|-B7!) = tr(A),

et par conséquent

tr(AP) = tr(A) 1.112)

I1.8. Formes spéciales de matrices

1.8.1. Valeurs et vecteurs propres d’une matrice. Quand on regarde une
matrice comme transformation linéaire d’un vecteur on peut considérer le cas
spécial o1 une tel transformation donne un nouveau vecteur qui est parallele
au vecteur original,

A-u=)\u (L.113)
Les vecteurs {u;} qui vérifient cette relation sont les vecteurs propres de la ma-
trice et les constantes {\;} les valeurs propres associées. En écrivant1'éq.
sous la forme

(A-u—X1)-u=0 (L.114)
on voit qu’une solution non-triviale, u # 0, nécessite que
det(A-u—2A1)=0 (I.115)

Pour une matrice nxn le déterminant det(A-u—A\1) est un polynome d’ordre n
en \,

ajl — A a12 c. Q1n

a Qoo — A ... Qop,
p(A) = :21 22: 2 =ag+amA+...+a,\", (1.116)

Qn1 Gn2 cee Qpp — A
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qu’on appelle le polyndéme caractéristique de la matrice A. Les racines de ce po-
lyndme sont les valeurs propres

p(A) =0 (1.117)

et les vecteurs propres associées, {u;}, vérifient

A - u; = /\iui

(1.118)

On remarque que les coefficients du polynéme caractéristique peuvent étre
choisis tel que a, = 1, sans changer les racines. Pour une matrice réelle les
racines complexes du polyndme caractéristique se présentent sous forme de
paire de racines complexes conjugées.

On voit facilement qu'une matrice quadratique vérifie son équation ca-
ractéristique, qui est défini par

n
p(A) =) aA. (1.119)
k=0

Ceci est un example pour une fonction d'une matrice qui sera traitée en plus
de détails dans la suite. Sachant que p(A) est une matrice, on peut multiplier
cette matrice avec un des vecteurs propres de la matrice. Ceci donne

p(A) Uy = <Z CLkAk) Uy = <Z ak)\f> 1- u; = 0.
k=0 k=0
p(A;)=0
Comme u; # 0, on peut conclure que

p(A) =0

On remarque que les cas suivant peuvent se présenter pour une matrice de
dimensions n x n :

(1) Le polynome p(\) a n racines distinctes, Ay, ..., \,. Dans ce cas, les vec-
teurs propres associées, uy, . . ., u,, forment une base du R".

(2) Le polynome p()) a p < nracines distinctes, A, ..., A,, avec les multipli-
cités my, ..., m,, respectivement, tel que > ;_, my = n. A chaque valeur
propre, i, sont associés m;, vecteurs propres linéairement indépendant,
Uk 1, - - ., Uk m,. Dans ce cas I'ensemble des vecteurs propres de la matrice forme
toujours une base du R".

(3) Le polynéme p(\) a p < n racines distinctes, Ay, ..., \,, avec les mul-
tiplicités my,...,my, respecti.vement, tel que Y 1_ my = 2 A.chaque
valeur propre, \;, sont associés n;, < my, vecteurs propres linéairement
indépendant, uy 1, . .., Uy, . Dans ce cas I'ensemble des vecteurs propres de
la matrice ne forment pas une base du R".
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Dans les cas (1] et 2| la matrice A est diagonalisable. On considere quelques
exemples

(1) Matrice non-symétrique. On considere la matrice

5 4
A= ( 1 2 ) '
Ici le polyndme caractéristique est
PN =X —TA+6=(\—-6)(\—1).

La condition p(\) = 0 mene aux valeurs et vecteurs propres

4 — 1
Az = {6, 1}, 111,22{(\?)7( f)}
Vi7 V2

La matrice A correspond donc au cas|l} Les vecteurs propres sont nor-
malisés, mais ne forment pas une base orthonormée, car la matrice
métrique a la forme

1 3
V34
GZ( 3 >’ Gy =nuj -u;.

~vm L

(2) Matrice symétrique. On donne la matrice

a-(12)

Ici le polyndme caractéristique est
p(N) =2 =22 -3=(A-3)(A+1).

La condition p(A) = 0 méne aux valeurs et vecteurs propres

1 _ 1
)\172:{3,—1}, 11172:{( ?)7( 1\/5)}
V2 V2

La matrice A correspond donc également au cas|1, mais ici les vecteurs
propres normalisés forment une base orthonormée,

10 ;
G = 0 1 s Gz-j:ui~uj,

car A est symétrique.
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(3) Matrice non-symétrique, valeurs propres multiples. On considére la
matrice 3 x 3

-2 6 =3
A=| 4 9 -4
-4 8 =3

Ici le polyndme caractéristique a la forme

ce qui montre que la valeur propre 1 a la multiplicité 2. Ici les valeurs
propres et vecteurs propres associés sont donc

3 _L 2
VAl V2 V5

A3 = {2,1,1}, U123 = \/izl ) 0 ) \/Lg
4 L 0
Val V2

La matrice A diagonalisable, mais ici les vecteurs propres normalisés
forment une base orthonormée,

1 5
L & 2yam
G = L 1 —\/g s Gij:llzr'u]'.
1

V82
5 2
2\/ 41 —\@

(4) Matrice symétrique, valeurs propres multiples. On considere la ma-
trice 3 x 3 symétrique

13 -2 4
A== -2 10 -2
9\ 4 2 13

Le polyndme caractéristique est
pA) =N 4+4N -5 +2=—(A—2)(A—1)%

Ici A = 1 est une valeur propre de multiplicité 2. On trouve les valeurs
et vecteurs propres

2 1 1

3 V2 NG
>\1,2,3 = {2, 1, 1}7 U123 = —% ) 0 ) \/lg

2 1

3 V2 0
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Les vecteurs propres forment une base et sont normalisés, mais pas en-
core orthonormés

1 0 0
G = 0 1 _\/Llfo s Gij =u; uJ
1
0 N 1
Les deux vecteurs propres Correspondant a la Valeur propre A =1

engendrent un sous-espace R? C R?. IlIs peuvent étre orthogonalisés
(par la méthode de Gram-Schmidt par exemple), car toute combinaison
linéaire de u, et uz est également un vecteur propre pour A = 1. Ceci

donne
2 _ 1 1
3 V2 3v2
u/1,2,3 = _% ) 0 ) %ﬁ
2 1 _1
3 V2 3v2
et on vérifie que
1 00
G=(010], G,=u"-u)
0 01

(5) Matrice non-diagonalisable. On considere finalement une matrice qui
n’est pas diagonalisable,

2 1 -1
A= 4 -1 0
8 —7 3

dont les polynéme caractéristique a la forme
p(N) = =N +4X —=5X +2=—(A—2)(A — 1)~

Ici les valeurs et vecteurs propres (normalisés) sont

)\1,2,3 = {27 1, 1}7 U2 =

S 5 31
o S 5

1

Il'y a seulement un vecteur propre # 0 pour la valeur propre A = 1.

1.8.2. Matrices diagonalisables.
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1.8.2.1. Forme spectrale. Comme déja indiqué, les matrices pour lesquelles
I'ensemble des vecteurs propres {u;} forment une base, sont diagonalisables.
Dans ce cas one a n vecteurs propres linéairement indépendants, qui sont as-
sociés a n valeurs propres, {\;}, dont m < n sont différents. Chacun de ces
valeurs propres a une multiplicité my, tel que ), m; = n. En définissant

U1 U2 U3 ... Uip
U271 U2 U223 ... Ugp
U= (u,uy,...,u,)=| Ut Uz Uszz -+ Usn | (I1.120)
Un1 Up2 Up3 ... Upp
et la matrice diagonale
A 00 0
Ay 0 0
A= 0 0 X - O , (I.121)
0 0 O An

I’ensemble des équations (I.118) peut étre écrit sous forme matricielle

A - U=U-A| (1122)

Comme les vecteurs propres {u;} forment une base il suit que
det(U) # 0 (1.123)

et I'inverse existe, tel que

U A U=A| (1.124)

Faisant référence a la section (I.7), nous trouvons alors qu'une matrice diago-
nalisable est diagonale dans la base de ses vecteurs propres. La relation (I.126))
peut étre inversée et donne

A=U-A-U| (1.125)

On remarque que la matrice inverse de A est donnée par

A =U-A'. U (1.126)
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ou
AT 0 0 ... 0
0 X' 0 ... 0
At=] 0 0 At - 0 |, (1.127)
0 0 0 ... x!

Au cas ou la matrice A est symétrique,
AT = A (1.128)
il suit de la relation que
UhH 1. A U'=U-A-U

et on peut conclure que U? = U™}, i.e. que la la matrice U est orthogonale

U"-U=1 oubien uj -u;=6; ij=1,...,n (1.129)

7

Avec invariants présentés dans la section il suit de la transforma-
tion (1.126) que det(A) = det(A), ce qui montre que

det(A) =[]\ (1.130)
=1
De la méme fagon on a tr(A) = tr(A), ot bien
tr(A) => . (1.131)
i=1

1.8.2.2. Fonctions de matrices diagonalisables. On considere une fonction f(z)
qui peut étre représentée par la série de Taylor

o k
z

f) =2 1P (1.132)

k=0
La fonction f(A) d’une matrice de dimensions n x n est alors définie par
— fM(0)
A)= A", I.1
) =3, (1133)

Ici on peut utiliser la représentation ([.126)), qui mene a
A’=(U-A-UYH (U-A-UH=U AU,
A=A A=(U-A>UYHY).U-AU'=U AU
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et généralement a
A"=U-A"-U"

Par conséquent

F(A)=U-f(A)- U (1.134)

ot f(A) est donnée par

fa) 0 0

. 0 fa) 0 ...
f(A):kaf())Ak: 0 0 f(As) -~ 0 . (1135)
k=0 ) . . .
0 0 0 ... fOw)

La fonction f(A) existe si f(\;) converge pour chaque valeur propre \;.

Exemple 1.8. Fonction d’une matrice: Regardons un example simple, ou

a-(12)

et ot1 on souhaite calculer f(A) = exp(A). Les valeurs propres de A sont
A1 = {37 _1}

et les vecteurs propres (normalisés) associées

v {(2) ()

Avec ceci on a

1 1 3 0 1 1
U:(Vf f) A:( ) Ul:< ﬁl ?):UT.
On vérifie que
1 1 1 1
A V2 30 vZovE\_ (12
A S SR ) _ [ S S D N WO |
0 —1
NG 2 2

et par conséquent

1 1 1 63 63
v ¢ 0 o) (=TT %
exp(A) = 1 1 o e ) 11 e 11, e
—_ —_ e —_——— —_ . _ L —_ + p=a
V2 V2 V2 V2 2 2¢ 2 2
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Exemple 1.9. Fonction d’une matrice, valeurs propres complexes: On
considere la matrice
({0 -1
=1 o

f(p) =exp(op), ¢ €R.

Les valeurs propres de p sont

et souhaite calculer

A= {i, —i}

et les vecteurs propres (normalisés) associées

wor-{(2) (4}
RS-

p=U-A-U A=U"'.p.U.

Sk
Shee).

Par conséquent

-

et on peut écrire

S-Sl
S <

Avec ceci
R i¢ i 1
Vi V3 e 0 Vi V2
exp(gbp):(l 1 )(0 ws)( i 1>
V22 € V2 V2

cos(¢) —sin(¢)
~\ sin(¢)  cos(¢) |
On note que cette matrice décrit des rotations de vecteurs dans un plan par un
un angle ¢ (voir section [[1.1.1} Eq.[II.4) et p est le générateur de ces rotations.

I.8.3. Réduction de Jordan.

1.8.3.1. Définition. La forme générale du probleme de vecteurs et va-
leurs propres ne meéne pas pour toute matrice de dimension n x n a n vecteurs
propres qui sont linéairement indépendants, formant une base du R”. On peut
pourtant toujours trouver une transformation linéaire inversible, représentée
par une matrice T, qui transforme une matrice quadratique en une forme
proche de diagonale,

T!'.A-T=1J (1.136)
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ou J est la matrice de Jordan “bloc diagonale”,

J, 0O 0 ... 0
0 J, 0 ... 0

J=]1 0 0 J3 --- 0 |, (1.137)
0o 0 0 ... J,

Les blocs individuels ont la dimension n; x n;, ou n; est la multiplicité de la
valeur propre )\, et la forme

N1 0 ...00

0N 1 ... 0
J=10 0 XN - 0 |, (1.138)

1

00 0 ... X\

L’équation (I.136) peut étre inversé pour écrire exprimer A

A=T-J.-T! (1.139)

On remarque d’abord que les expressions ([.130) et (I.131), respectivement,
pour le déterminant et la trace d'une matrice quadratique par ses valeurs
propres restent valable pour le cas général,

n

det(A) =[]\ (1.140)

et pour la trace

tr(A) =) X\ (1.141)

Exemple 1.10. Matrice non-diagonalisable: On considére la matrice

27 48 81
A=| -6 0 0
1 0 3

dont le polyndme caractéristique est

27—\ 48 81
p(AN)=| =6 =X 0 |=-X+30)\%— 283\ + 864.
1 0 3—2)\
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La forme factorisée
p(\) = (A = 12)*(A - 6)
montre que les racines sont
A= {12,12,6}
ie. A\ = 12 avec multiplicité 2 et Ay, = 6 avec multiplicité 1. Les vecteurs
propres correspondants sont

18 3
{u17u2} - -9 s -3
2 1

et ne forment donc pas une base du R®. La matrice A posséde pourtant une
réduction de Jordan de la forme

3 18 2 6 0 0
{T,J} = -3 =9 -1 ],[012 1
1 2 0 0 0 12

qui permet d’écrire
A=T-J-T' ou J=T' A T

On note que

1 49

6 3 2
~1 -1 2 _7
T = 12 3 1
1 4 9

1.8.3.2. Fonctions de matrices non-diagonalisables. On considere de nouveau
une fonction f(z) qui peut étre représentée par la série de Taylor

> k
=X f (’“)(0)%, (1.142)
k=0 )
tel que
> £(k)
fA)=>" / k'(O)A". (1.143)
k=0 )

Ici la matrice n’est pas diagonalisable, mais a la place de la décomposition
spectrale ([.125) on peut utiliser la décomposition Block-Jordan ([.139), qui

mene a
A’=(T-J- U (T-J- T H=U-J?-U},
AP=A* A=(T-7>-TH.T-J-T'=T-J°.T!

et généralement a
A"=U-A"-U L (L.144)
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Par conséquent

f(A)=T-fJ)- T (1.145)
ou f(J) est donnée par
f(I) = i_o: / (:!(O)Jk. (1.146)

k=0

Ici on utilise la forme ([.137) de la matrice de Jordan, J, dont les blocs J; sont
donnés par 1'eq. (I.138). Pour chaque bloc

f) = i %Jf. (1.147)
k=0
En écrivant
A0 0 ...0 01 0 0
0 N O 0 1
Jn=|[ 0 0 Moo 04 OO0 0 - 0| =N14K,
. 0 .o ]
0 0 O Al 00 0 0
N ~ _ ~ _

on obtient
Mk
JEON) = (A1 + K)F = MK
o0 = i =3 (F)x

Siny est la dimension de K, les éléments des puissances de la matrice K; sont
donnés par

; Omm+i pour 0<1i<mn —1,
(Kl)mn = {O * p
sinon.

Pour une matrice K; de dimension 3 on trouve par exemple

100 010
K=l 010], Kj=(001],
00 1 000

00 1 000

Ki=|1000]|, K=|000 ],

000 000
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Avec ceci

00 (k) n;—1 o

o £ 10 (8 ()
i (S AN O i — SO
A e

Pour I'exemple ci-dessus
f0) fn) 3" (N)
FE) =1 0 f) F)
0 0 (™)

La fonction f(J) est donc donnée par

f(3) o 0 ... 0
0 fJ,) 0 ... 0
f(J) = 0 0 f(J3) -+ O (1.148)
0 0 0 ... f(J,)

ot la fonction pour chaque bloc s’écrit

FI) =) K (1.149)

Exemple 1.11. Fonction d’une matrice non-diagonalisable: On considere la

27 48 81
A=| -6 0 O
1 0 3

de 'exemple et on cherche la fonction
f(A) = exp(A).

Avec la décomposition blocs-Jordan

3 18 2
1 2 0

matrice
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et la fonction

e 0 0
fI)=1 0 €2 e |,
0 0 e

on obtient

5 (0 4+37e)  4(eP+17e?) T (e +11e??)
fA)=T - f(J) - T '=| L(—ef—17e'?) —4ef —31e'? —2 (e + 5e'?)
(5 +11e'?) (54 5e'?) 5 (98 + 29¢'?)
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FIGURE 1. A gauche : Rotation active d’un vecteur a vers un
nouveau vecteur a’ dans une base fixe, {e;,e,}. A droite : Rota-
tion passive d'un vecteur a qui change de coordonnées a cause
d’un changement de base {e;,e2} — {d;, d>}.

Chapitre II

Applications du calcul matriciel

II.1. Rotations

II.1.1. Rotations dans un plan.

I.1.1.1. Rotations actives. Nous commengons avec les rotations dans un
plan, qui sont paramétrées par un angle de rotation, ¢. Nous considérons
d’abord la rotation active d’un vecteur a dans une base orthonormée, {e;, s},
et nous regroupant ses composantes par rapport a cette base dans une matrice

de colonne,
2

a=> ae, (IL.1)

=1

ol {e1, e2} = & forment la base d'un espace euclidien a dimension 2,

81:((1)), 82:((1)). (IIZ)



42 II. APPLICATIONS DU CALCUL MATRICIEL

Le vecteur a subit maintenant une rotation a — a’ comme indiqué dans la
partie gauche de la figure 1} et le changement des coordonnées est décrit par

()= (S o ) () o

o1, en introduisant la matrice de rotation,

cos(¢) —sin(¢)
D(¢) = < sin(¢)  cos(¢) ) ’ (TL.4)
par I’équation matricielle compacte,
a' =D(¢)-a. (IL5)

One vérifie que D”-D = D7D = 1, et on voit que D préserve la longueur de a
qui est donnée par ||al| = vaT - a. On vérifie facilement que ||a’|| = Va'T - a’ =
V(D-a)-D-a=+val -DT-D-a=+val- -a=|a].

I1.1.1.2. Rotations passives. Le changement des coordonnées d'un vecteur
de la forme peut aussi étre générée par une rotation du repere, i.e. par
le changement des vecteurs de base, sans que vecteur méme change. Par-
tant d'une base euclidienne en 2 dimensions, on génére une nouvelle base
également orthonormée,

E ={e1, e} — Do{d;y,ds}, (IL.6)
En notation matricielle
E = (e;,e;) — D = (dy,dy), (IL7)
ol les nouveaux vecteurs de base sont construits suivant
d; = Dij(¢)e;, (IL.8)
j=1

et la matrice formée par les vecteurs de colonne d;, est orthogonale,
D = (d;, d,), DT .-D=1. (I1.9)

Suivant les considérations dans la section[[.6lon peut maintenant formellement
écrirea=E-a® = DT .D - a® ou bien

al? =D7.a®, (I1.10)
utilisant que D~! = D’ Si l'on veut que
a® — D(g) - a®,
ot1 D(¢) est la matrice de rotation donnée en Eq. ([.4), il faut alors que

di =Y Dij(~0)e;. (IL11)

Cette situation est montrée dans la figure



II.1. ROTATIONS 43

I1.1.2. Rotations infinitésimales, forme exponentielle de D(¢). Pour une
rotation infinitésimale on peut approcher

dD(¢)
D(¢) ~D(0) +¢ ——=|
do |40
ou D(0) = 1. On définit le générateur d’une rotation infinitésimale par
_ dD(¢) (0 -1
=0 . = ( 10 ) . (IL.12)
Avec cette définition D)
—= = pD(9). :
1 = PP) (IL13)
Comme D(0) = 1, cette équation différentielle a la solution
D(¢) = exp(¢p). (IL14)

La forme de ma série pour ’exponentielle montre que les formes (IL.14) et (IL.4)
sont équivalentes. En utilisant I'identité

p’=-1 (IL.15)
on obtient
> o0 ¢2k ok 0 ¢2k+1 2ot
xplop) = 3 71" =D e+ D e

n=0 k=0 k=0

0 ¢2k . 0 ¢2k+1 .
=2 oA 2 T
k=0 k=0
=1 {Z Zki! ¢2kz} +p{z (2<k +) o ¢2k+1}

k=0 k=0

=cos¢pl+singpp= ( cosg —sing ) .

sing cos¢
I1.1.3. Rotation dans l’espace. Considérons d’abord la rotation active
d’un vecteur
a = aje; + azes + aze3 — a’ = aje; + ayes + ajes, (I.16)

ol {eq, ey, e3} = &; forment la base d’un espace euclidien & dimension 3
1,©2,€3 3 12

1 0 0
e; — 0 , €9 = 1 , €3 = 0 . (1117)
0 0 1

On écrit ces rotations individuelles comme
a'=D(eg, ¢) - a, (I1.18)
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ouk=uxvy,z, et

1 0 0
D(ey, ) = 0 cos¢p —sing (I.19)
0 sing cos¢
cosgp 0 sing
D(ey, ¢) = 0 1 0 (I1.20)
—sing 0 coso¢
cos¢p —sing 0
D(es,¢) = sing cos¢p 0 |. (I1.21)

0 0 1

Les trois générateurs d'une rotation infinitésimale qui sont associés aux matrices
de rotation ci-dessus sont

00 0
p = w oo —1], (I1.22)
R P 01 0
0 0 1
D
py = % | 0o 00}, (I1.23)
¢ om0 10 0
0 -1 0
py = M (1 0 o]. (I1.24)
¢ oo 0 0 0

Les trois générateurs ne commutent pas et vérifient la relation

[Py, po] = ps,  (cycl.) (IL.25)

Regardons maintenant la construction d"une matrice de rotation dans l'es-
pace pour un axe e rotation quelconque. Pour une rotation infinitésimale au-
tour de 'axe n on a d’abord

D(n, ¢) ~ 1 + ¢N, (I1.26)
ol n est un vecteur d’unité qui pointe en direction de 1’axe de rotation,
n = nie; + noey + nzez, ou n% + n% + n§ =1, (I1.27)
et la matrice N a la forme

3 0 —-n, ny
N=> mp,=| n. 0 —n, |. (I1.28)
k=1 —ny, 0 0
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Ceci montre que pour une rotation infinitésimale

D(n,¢)-a’~ a+¢nia (I1.29)

Formellement, la matrice de rotation pour une rotation finie autour d’un axe n
est donnée par

D(n, ¢) = exp (¢N) (I1.30)

L’évaluation de cette série est un peu plus compliquée que pour les rotations
dans un plan. On vérifie d’abord que

n2—1 mngn, ngn,
N*=n-n"-1= | nen, n2-1 nm, |. (I1.31)
2
N1, nyn, n;—1

Avec ceci, on développe

D(n,¢) = i PNt =1y i AN i AN
“— nl p (2k)! —~ (2k + 1)!
s ¢2k k 0 ¢2k+1 " i
1+;(2k)!( +k§ T —1)F.N.

Ici on peut utiliser que

2
ny  NgNy Ngn,

P =n- n’ = | n.n, nz Ny, (I1.32)

Ngn, Nyn, N;

est le projecteur sur 'axe n et

2
1—n3 —-ngn, —ngn,

P, =1-n-n"=| —nm, 1-nl —nyn. (I1.33)

NNy —MNyNn, 1—n§

est le projecteur sur le plan orthogonal a n. Ceci donne
(ka o0 (_1)k¢2k+1 .
—F P71 - N.
=1+ Z kzzg kit

Comme P est un projecteur, il suit que PX = P, pour k¥ € N. Une autre
relation tres utile est PN = 0, et par conséquent P N = N. Avec ceci

- _]‘k 2k - _1k 2k+1
D(n,¢>>=1+1n{ o }+N{Zﬁ¢ +},

k=0

ou bien
D(n,¢) =1+ (cos¢p — 1)P + sin(¢)N. (I1.34)
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FIGURE 2. Molécule d’eau dans le repére du laboratoire (axes 1,2, 3)
et fixé a la molécule (axes 1',2’, 3).

Avec 1 — P, = P, on obtient la forme équivalente [1]

D(n, ¢) = P + cos(¢)P + sin(¢)N (I1.35)
La généralisation de la relation pour une rotation finie est alors
a' =a| + cos(¢p)a, +sin(¢)n A a (11.36)
ol
aj=Pj-a=(n"-a)n, (I1.37)
a,=P,-a=a—(n’ a)n. (I1.38)

On retrouve la formule (I1.29) pour ¢ < 1, avec cos(¢) ~ 1 et sin(¢) ~ ¢.

I1.1.4. Vitesse angulaire.

I1.1.4.1. Reperes en rotation relative. On considére un corps rigide, composé
de points matériels, qui tourne autour de son centre de masses, et une base
orthonormée qui est fixée a ce corps. Un exemple est la molécule d’eau qui est
montrée dans la figure 2| Ici les axes 1,2, 3 indiquent la direction des vecteurs
d’une base euclidienne

E = (e1,e,€3) (I1.39)
et les axes 1,2/, 3’ indiquent les directions des vecteurs de la base

D = (e}, e}, e}) (IL40)
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fixée sur la molécule. Les deux bases sont orthonormées

e/ -e; = i, e/l e = 0. (IL.41)

La matrice D = D(¢) est une matrice de rotation qui dépend du temps, car le
corps tourne. La forme la plus simple

D(t) = D(n, 6(t)), (IL42)

qui décrit une rotation autour d’un axe n fixe, mais 1’axe de rotation peut aussi
varier avec le temps, i.e.

D(t) = D(n(t), 6(1). (I1.43)

Pour le moment nous ne spécifions pas la forme exacte et on note que d’autre

jeux de parametres que {n(t), ¢} sont utilisés comme coordonnées angulaires.

I1.1.4.2. Construire la vitesse angulaire. Partant de 1’orthogonalité de la ma-

trice D = D(¢),

D(t)-D”(t) = D”(t) - D(t) = 1, (I1.44)

on obtient par différentiation par rapport a ¢ (les points désignent des dérivées
par rapport a t),

% (D(t) - D”(t)) = D(t) - D”(t) + D() - DT (1)
= D(1) - D'(1) + (D) DT(t)>T 0.
— -~ _
Q Q7
Ceci montre que
D(t) = Q(t) - D(t) (IL.45)
ot1 £2(t) est un matrice antisymétrique qui peut étre écrite dans la forme
, 0 —w(t) w,(t)
Q) =D()-DI(t) = | w.(t) 0 —w.(t) |. (I1.46)

—wy(t)  we(t) 0

De la méme facon écrit

(D"(1)- D(1)) = D*(1)- D(t) + DT (D)
= (D" (D) +D (D) = o,
—_— T 5
Q/T

d’ou on dérive

D(t) = D(t) - Q'(t) (11.47)
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o () est un autre matrice antisymétrique de la forme

_ ( 0 —wl(t)  wy(t) )
Q) =D"(t) - D{t)= [ w.(t) 0 —wi(t) |. (I1.48)
—w, ()  wi(t) 0

xT

Considérons maintenant la dynamique d’un point r(¢) dans le systeme du la-
boratoire,

r(t) = D(t) - r'(t) (I1.49)

ol r'(t) sont les coordonnées du point dans le repere mobile fixé au corps ri-
gide,

r'(t) = DT (t) - r(t) (I1.50)
Différentiation de I'eq. par rapport au temps donne ici

P(t) = D(t) - x'(t) + D(t) - 1'(t) = (1) - D(t) - x'( ) +D(t) - ¥'(t)
Q(t) - x(t) + D) - (1),

Avec la forme (I1.46) pour §2 et les définitions
v(t)=r1(t) et v'(t)=7'(t)

nous trouvons donc

v(t) = w(t) Ar(t) + D) - V(1) (IL51)

ol le vecteur de colonne
Wy
w=| wy (I1.52)
Wy

contient les composantes de la vitesse angulaire du point matériel dans le
systeme du laboratoire. Il est important d’observer que r(¢) = D(¢) - r/(¢) mais

v(t) # D(t) - v'(t), car la rotatlon du repere mobile a]oute une vitesse de rota-
tion. Partant de I'équation (I1.49) on peut également écrire

r(t) =D(t)-r'(t) + D(t) - '(t) = D(t) - Q(t) - ¥'(t) + D(t) - ' (¢)
=D(t) - ((t) - r'(t) + (1)),

ce qui donne la forme alternative pour la vitesse du point matériel dans le
repere fixe,

v(t) = D(1) - (W' (t) AT () + V(1)) (IL53)

ou le vecteur de colonne
w/
W = ( W, ) (I1.54)
w,
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contient les composantes de la vitesse angulaire du point matériel dans le
repére mobile fixé au corps. On note que ('argument ¢ est omis)

Q=D - -DT (I1.55)

w=D- (I1.56)

IL.1.5. Accélérations de Coriolis et centrifuge. Il suit de 1'éq. (IL.51) par
une différentiation supplémentaire que

v(t) = w(t) Ar(t) + w(t) Av(t) + D(t) - v'(t) + D(t) - v/

= wAr(t)+w (A (w(t) Ar(t) + D(t) - V(1)) + w(t) AD

v(t) D)/ (1)

Ceci donne en résumé
v(t) =w(t) Ar(t) + w(t) Aw(t) Ar(t) + 2w(t) AD(t) - V() + D(t) - v'(¢).

et avec les définitions

on obtient

a(t) = w(t) Ar(t) + w(t) Aw(t) Ar(t)

TV
centrifuge

+ gw(t) AD(t)-v'(t)+D(t) - a'(t)| (I1.57)
Co?irolis

ol les termes dits centrifuge et Coriolis sont explicitement marqués. On peut
également partire 1'éq. (I1.53) par rapport a ¢, dont la dérivée par rapport a ¢
donne

v(t) = D(t) (W) AT () + V(1) + D(¥) - % (W' (t) AT () + V(1))

= D(t): (W (A (W (A ()+V(1) ) +D(1)-(&(8) AT (1) + &' (1) AV (1) + (1)

ou bien

a(t) = D(t) (w'(t) AT (1) + W' (8) Aw!(t) AT (1)
centrifuge

42w (1) AV (1) +a’(t)> (IL58)
N————

Coriolis
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I1.1.6. Tenseur d’inertie. On considére un ensemble de points matériel
dont la position par rapport au repére mobile sont fixes

r,(t)=D(t)-r,, a=1,...,N (I1.59)
Les vitesses de ces points par rapport au repere fixe sont alors données par
vo(t)=D(t)-r,, a=1,...,N (I1.60)
Ceci peut étre écrit dans les deux formes équivalentes
Vo(t) = w(t) Ary(t) (IT.61)
vo(t) =D(t) - (w'(t) A1) (I1.62)
Pour I'énergie cinétique du corps rigide on obtient alors
oL 7
Ein = Z ma(w(t) Ara(t))? = Sw'(t) - 0(t) - w(t) (I1.63)
2 1 ' / /
Eein = Z ma ) = §w (t) 0w (t) (I1.64)

ot O(t) est la matrice/le tenseur d’inertie dans le repere fixe,

N ya(t) +25()  —za(t)ya(t)  —zalt)za(t)
=Y ma | —wa(t)yal(t) 22(t) +22(1) —ya( )za(t) |- (IL65)
a=1 —Ta(t)2a(t)  —Yalt)2alt) x2(t) +yi(t)

et 6 celui fixé au corps,

YR —aly, -l
= Z me | —xlyl, TP+22 0 =yl . (IL.66)
—wdh Yt Wy
On note que
0(t)=D(t)- ¢ -D”(t) (IL.67)
0 =D"(t)-6(t)-D(t). (IL.68)

Un repére fixé au cors particulier est celui dans lequel 8’ est diagonal, i.e.

0 -e =N\e, i=1,23 (I1.69)

Une tel repere peut toujours étre trouvé, car la matrice d’inertie est symétrique.
Les valeurs propres sont les moments d’inertie principaux et la forme diagonale
de 6’ est

=0 x 0 |. (1L.70)
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Le repere des axes 1',2', 3’ montré dans la figure 2| indique les axes principaux
d"une molécule d’eau.

II.1.7. Vitesses angulaires avec un axe de rotation fixe. Les vitesses an-
gulaires correspondant a une rotation avec un axe fixe coincident et sont

constants. Il suit de I'éq. (I1.35) que

D(t) = P + cos(wt)P + sin(wt)N (IL.71)
ce qui donne
Q =D(t)-DY(t) = wN, (I11.72)
Q' =D7(t)-D(t) = wN. (I1.73)
On écrit explicitement
0 —WN,  Wny
Q=0 = wn., 0 —wn, |, (I1.74)
—Wwn,  Wwng 0
d’ol1 on extrait
lw=w = uwn] (IL.75)
Dans ce cas I'énergie cinétique du corps rigide est constantse
1 1'T / !/
Euin = §w -0 - w' = const. (I1.76)

et peut étre écrite sous la forme

3 3
1 12 1 2
Ecin = 5 Z__El /\iwi = 5 i_g 1 )\iwi (H77)
si {e], €}, e}} sont les axes principaux.

I1.1.8. Vitesses angulaires avec un axe de rotation variable. Si I’axe de
rotation est variable, les vitesses angulaires dans le repere du laboratoire et
dans le repere fixé aux corps ont des composantes différentes. Dans ce cas

D(t) = Py (t) + cos(6(t))P L (t) + sin(¢(t))N(¢) (IL78)

Dans ce cas les expressions pour £2(t) et €'(t) deviennent différentes et com-
pliquées. On donne ici uniquement les composantes pour les vecteurs des vi-
tesses angulaires. Partant de

Q(t) =D(t) - DT(t), (I11.79)

Q'(t) = DT (t) - D(t) (11.80)
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on obtient

12 (D)6 (1) + sin(¢ (1)) (8) + (cos((t)) — 1) (s ()it (8) — ny ()i (1))
w(t) = | —na(t)(cos($(t)) — 1)ia(t) + nau(t)(cos(d(t)) — L)iva(t) + ny (1)(t )+bm( ()7 ()

¢(t) — 1)
(cos(4(t)) — 1) (ny(t)7 ()*nz(t)ﬁy(t))+nz(t)¢(t)+sm( ()7 (t)
(IL.81)

pour la vitesse angulaire dans le repere du laboratoire et

12 ()9 (1) + sin( (1))t (£) — (cos((t)) — 1) (ns ()7 (1) —ny ()i (t))
W'(t) = | na(t)(cos(d(1)) — L)ins (t) — nu(8)(cos((t)) — 1) (8) +ny ()t )+Sm( (1)), (t)

—(cos(@(t)) = 1) (ny (£)ira(t) — na(t)iny (t)) + n(H)(t) + sin(d())n- (1)
(IL.82)

pour celle dans repere mobile fixé au corps rigide.

I1.2. Vibrations, modes normaux

I1.2.1. Oscillateur harmonique forcé, résonance. On considere une parti-
cule de masse m qui effectue un mouvement unidimensionnel sous l'influence
d’une force externe, d'une force de rappel et d'une force de friction. Si = est
la position de la particle et z( sa position d’équilibre, la force de rappel est est
donnée par Fj, = —K(x — x), ot K > 0 est la constante élastique. La force de
friction est une fonction de la vitesse de la particule et 1’équation de Newton est
une équation différentielle linéaire si la force de friction a la forme F, = —m~z,

mi = —K(x — xg) — myi + Feu(t). (I1.83)

En introduisant la nouvelle coordonnée v = = — z; et la fréquence angulaire
(pulsation) wy = /K /m cette équation prend la forme canonique

Fext(t
i+ vt + wiu = 10 (I1.84)
Supposons que la force externe a la forme

Foxt(t) = R{Fy exp(iwt)} (I1.85)

ou Fy € C est 'amplitude complexe de la force et w > 0. Pour trouver une
solution particuliere pour u(¢) on fait I'hypothese que

up(t) = R{up(w) exp(iwt)}, (11.86)

ottuy € Cestl’amplitude complexe de la solution u(t). On suppose alors que le
mouvement forcé de 1'oscillateur a la méme fréquence (pulsation) que la force

externe. L'insertion de (I1.85) et (I1.86) dans I'’équation du mouvement (I1.84)
montre que

Fg/m
Wi — w? +iyw

(1L.87)

up(w) =
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[Xol )
1.5¢

1.0p

0.5f

-0.5F - y=172
- =1
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— y=2

4 -15F il

FIGURE 3. Amplitude |uy| (a gauche) et différence de phases ¢ (a
droite) comme fonction de w. Ici wy = 1, |Fy|/m = 1lety =
1/2,1,2, 4.

L’amplitude de la solution particuliére a donc la forme
F

o (w)] = | 0|2/ mn (IL.88)

V(w? — wf)? + 72w?

qui montre qu’elle prend un maximum si ,/7.. prend un minimum. Comme

vz croit d’une maniére strictement monotone avec x, /f(z) prend un mini-
mum ol f(z) prend un minimum. Comme w > 0, on trouve comme seule

solution
Wres = /Wi —72/4 (I1.89)

siy < 2wy. Pour v > 2wy il n'y a pas de phénomeéne de résonance et pour un
oscillateur non-amorti I’amplitude diverge a w = wy. La partie gauche de la
figure 3 montre 1’évolution de I'amplitude en fonction de w pour différentes
valeurs de v, posant wy = 1, |Fo|/m = 1. Si Fyy = | Fo| exp(ic), la phase de ug(w)
est donnée par arg(up(w)) = a + ¢(w), ou

—“2) (IL90)
0

est la différence de phase entre Fi«(t) et u(t). Une force externe Fyo(t) =
| Fo| cos(wt 4+ «) produit donc une solution particuliere

up(t) = |up(w)| cos(wt + a + p(w)). (I1.91)

La solution (II1.91) n’est qu'une solution particuliére de I’équation du mou-
vement (11.84) a laquelle on peut ajouter une solution de I’équation homogene,

i + v+ wiu = 0. (I1.92)
Posant u(t) = exp(At), on trouve que

(A2 + 9\ + wi) exp(Mt) = 0.
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Comme exp(At) # 0, cette équation a des solutions si A\ vérifie p(\) = 0,
ot p(A) = A + 9\ + w? est le polyndme caractéristique de 1’équation ho-
mogene (I1.92). Ce polyndme a deux racines,

2
A = —% + ‘/72 — w2, (I1.93)

et supposant que ces deux racines sont différentes, on obtient alors deux so-
lutions de base uy(t) = exp(\t) (k = 1,2). Comme est une équation
différentielle linéaire, la solution est donnée par une superposition quelconque
des solutions de base,

Uh(t; 017 02) = Cl exp()\lt) + OQ eXp(/\gt), (1194)

ou C 2 sont des constantes. Si A; = )\, les deux solutions de base sont u;(t) =
exp(Ait) et us(t) = texp(Ait), tel que

up(t; Cp, Co) = Cyexp(Ait) + Cot exp(Ait). (I1.95)

La solution complete de I'équation du mouvement (I1.83) a donc a la forme

u(t) = upy(t) + up(t; Ch, Ca) (I1.96)

ol les constantes peuvent étre fixées par les conditions initiales pour u(t) et
u(t). Comme v > 0, il suit avec (I1.93) et les formes générales (11.94) ou (I1.95)
pour uy(t) que
thm uh(t, Cl, 02) = O, (1197)
—00
quelques soient les valeurs de C; et (5, ou bien quelques soient les valeurs de
u(0) et de ©(0). Pour ¢ > 1/~ la solution u(t) se comporte donc toujours comme
la solution particuliere

u(t) ~ uy(t) (I1.98)

qui définit le régime stationnaire.

I1.2.2. Oscillateurs non-amortis couplés, modes normaux.

I1.2.2.1. Equilibre, potentiel quadratique. Un point d’équilibre d"un systeme
de N points matériels est déterminé par la condition que les forces en ce
point sont nulles. Si V(ry,...,ry) est I'énergie potentielle du systeme, ces
points sont caractérisés par la condition 0V/0r, = 0, ou o = 1,...,N.
Pour la discussion suivante il est commode d’introduire l'ensemble X =
{z1,y1,21,..., 2N, YN, 2n }, ainsi que la notation matricielle X pour le vecteur de
colonne contenant les coordonnées X. Si 'on développe V' autour d"un point
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d’équilibre X, on obtient

ov
X

3N
V(X)=V(XO)+)"
=1~ X=Xx©
3N

1 9%V (0) (0)
+Z§m (X — X)X - X9+ ... (11.99)

X=x(0)

1,7=1

Le premier terme est une constante qui est arbitraire, le deuxiéme est zéro
et le premier terme non-nul est le terme quadratique dans les déviations des
positions par rapport aux valeurs d’équilibre. Si ’on introduit les déviations

0 ) .
up = Xp—X ,5 ) etle vecteur u correspondant comme coordonnées dynamiques,
on peut faire I’approximation

1
Vasu' Ko (11.100)

pour les mouvements autour de I'équilibre, oi1 K est une matrice de dimension
3N x 3N dont les éléments sont donnés par

oV
0X,0X;

On suppose que K est positive semi-définite, tel que toutes ses valeurs propres
sont positives ou zéro.

I11.2.2.2. Equations du mouvement, modes normaux. La fonction de Lagrange
du systéeme dynamique peut étre écrite dans une forme compacte en introdui-
sant la matrice diagonale

K, — (I1.101)

X=Xx(0)

M = diag(my, my, mq,...,my, my, my) (I1.102)

de dimensions 3N x 3N. Ici on a 3N équations de mouvement couplées qu’on
peut écrire sous forme matricielle,

M-i+K-u=0 (I.103)

et montre que £ décrit un systeme de 3N oscillateurs qui sont couplés via la
matrice symétrique K.

Afin de découpler les équations on introduit d’abord les coor-
données pondérées et la matrice des constantes de forces pondérée, afin
d’éliminer les masses,

o

=M% u, (I1.104)
K=M"12.K -M2 (I1.105)

ce qui mene a la nouvelle forme

+K-u=0 (11.106)

o
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des équation du mouvement. La matrice pondérée K est positive semi-définie
comme la matrice non-pondérée, K, et pour cette raison elle peut étre diago-
nalisée par une matrice orthogonale, D, tel que

K=D.-Q2.D7 (I.107)
ot ©° est une matrice diagonale
Q% = diag(Q,...,y). (I1.108)
La i-eme colonne de D = (d, ..., dsy) est le vecteur propre associé avec la
valeur propre 7,
K -d;, = Qd,. (IL.109)

On appelle les vecteurs {d;} les modes normaux du systeme et {Q; > 0} les
fréquences normales associées. Utilisant la forme spectrale de la matrice (11.107)
les équations du mouvement (I1.103) deviennent d’abord

u+D - Q*.D'-a=0.
a

Multiplication par la gauche avec D’ et introduction des coordonnées
généralisées ¢;

q=D"-u (I1.110)
mene a

q+9Q°-q=0
qui constituent 3N équations du mouvement indépendantes, car la matrice €2
est diagonale,

o+ gp =0, k=1,...,3N (IL111)

On appelle les coordonnées {g;} les coordonnées normales du systeme. Ils
s’agit de coordonnées généralisées qui simplifient au maximum la forme des
équations du mouvement. Les équations décrivent la dynamique de
3N oscillateurs harmoniques non-couplés et les solutions sont bien connues

qx(0) cos Qt + qu_(o) sin it sif), > 0,
40 = {qkm) Falor siop—o. (M1
Avec les relations (11.104) et (1I.110) on a
q(t) = DT - MY2 . u(t) (11.113)

ce qui permet de construire des conditions initiales des coordonnées nor-
males g, a partir des celles pour les déplacements u;, et I'inversion de (I1.113)),

u(t) =MY2.D . q(t), (11.114)

permet de construire ensuite la solution compléte des équations du mouve-

ment
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FIGURE 4. Molécule linéaire CO,. Ici m = mo, M = mc et L =
0.116 nm.

I est illustratif de regarder les directions dans l'espace qui sont définies
par (I1.114), posant successivement q = e; (k = 1,...,3N). Comme D - e;, = d,
ona

w, =M12.q4,. (IL.115)

Ces directions correspondent, respectivement, aux directions des modes nor-
maux dans l'espace physique.

Exemple II.1. Molécule linéaire: On considére la molécule linéaire C'O,
comme exemple pour le calcul de modes normaux (voir figure ). Pour sim-
plifier, on ne considére que des mouvements le long de 1’axe de la molécule.
Par symétrie, les distances d’équilibre O — C' et C' — O sont identiques, L =
0.116 nm, et I’énergie potentielle a la forme

V($1,$27$3) = g(l’g — X1 — L)2 + g(l‘g — Ty — L)27 (11116)
ou x > 0 est la constante élastique et les particules sont numérotées de gauche
a droite. Définissant X = (z;, 22, 73)7 comme position d’équilibre est ici X0 =
(0,L,2L)" si I'on positionne la particule 1 a + = 0. Avecu = X — X le
potentiel V' est donné par la forme quadratique

1
V= 3 u’ K- u, (I.117)
ou la matrice K a la forme
k —k 0
K=| -k 25 —k |. (IL.118)
0 —kr &K

Avec la matrice des masses

m 0 0
M = 0O M 0 (IL.119)
0O 0 m
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FIGURE 5. Chaine linéaire d’oscillateurs identiques.

on obtient pour la matrice des constantes de force pondérée

™ ~ Vit 0
K=| 2% % 7= | (IL.120)
0 ~Zm

Les valeurs propres de cette matrice sont les fréquences normales du systeme,

K
Q=0 =4/—, I1.121
| Vo o=yl ) (11121)

Posant m = aM on trouve avec avec (IL.I15) pour les modes normaux dans
I'espace physique

1 1
VG Via?+2
0
1

. ouy=| — «% . (I1.122)

1
V2 Via?12

L’interprétation de ces modes est la suivante :

u; =

S-Sl s
5
|

Mode 1: : Tous les atomes font les mémes déplacements, ce qui
ne change pas l'énergie potentielle du systeme. Ceci est reflété par (2, =
0.

Mode 2: <~ | —|: Les atomes 1 et 3 font des déplacements opposées,
atome 2 au milieu restant au repos.

Mode 3: : atome au milieu fait des déplacements opposés au
déplacements identiques des atomes 1 et 3.

I1.2.3. Chaine linéaire. Reprenant 'exemple de la molécule linéaire on
peut construire un systéme modele de N oscillateurs identiques de masse m
qui sont couplés a leurs voisins par la méme constante de force, «, ayant une
distance d’équilibre Az (voir fig.[5). Si les bouts de cette chaine linéaire ne sont
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pas fixés, le potentiel prend la forme

N—1
K
V(X) =3 > (@re1 — x — Ax)? (I1.123)
k=1
o X = {z1,...,2zx}. Comme pour la molécule linéaire on définit le vecteur
de position X = (z1,...,zx)" et la position d’équilibre est donnée par X(©) =
(0,L,...,(N —1)L)T si le premier oscillateur est positionné a z = 0. Comme

pour la molécule linéaire, I'approximation (I1.100) devient exacte, avec u = X—
X () 1] est utile de regarder la structure générale des équations du mouvement,

u+K-a=0 (I1.124)

en prenant un exemple concret. Pour N = 10 la matrice K prend la forme

1 -1 0 0 O O O O 0 O
-1 2 -1 0 0 O O O 0 O
o -1 2 -1.0 O O O O O
o 0 -1 2 -1 0 0 0 0 O
> 2 o o0 o0 -1 2 -1 0 0 0 ©0
K= o o0 o o -1 2 -1 0 0 O (IL.125)
o o0 o o o0 -1 2 -1 0 0
o o0 o o o0 o0 -1 2 -1 0
o o0 o o o0 o0 o0 -1 2 -1
o o0 o o o0 o0 o0 0 -1 1

ou 2 = y/k/m. Sil'on change la notation, tel que l'indice ¢ des composantes
u; du vecteur u devient une position discrete, les équations du mouvement
peuvent étre mises dans la forme
0*uli,t)
ot?
Ici on s’apergoit que
w(i+1,t) — 2u(i, t) +u(i — 1,t) . 0?u(z,t)
Ax? 0z?
si Az — 0. Définissant la vitesse de propagation

(I1.128)

I’équation (II.126) devient une équation d’'onde si Az — 0 et N — oo, tel que ¢
reste constante.

—92(u(¢+1,t)—2u(@',t)+u<¢—1,t)> —0, i=2,...  N-2 (IL126)

(11.127)

1 Q*u(z,t)  Ou(z,t)
o ox?
Cette équation d’onde décrit la propagation de compressions longitudinales
dans la chaine linéaire.

—0 (11.129)
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I1.3. Systemes d’équations différentielles linéaires

I1.3.1. Equations homogeénes. Les équations de mouvement d’oscilla-
teurs harmoniques couplés (voir 1'éq. pour la version en coordonnées
pondérées par les masses) sont un exemple pour un systeme d’équations
différentielles couplées a coefficients constants. Dans la suite on considéra des
systémes de la forme générale

dy(t
3;55 ) LAyt =0 (I1.130)
qui ont la forme concrete
dycllt(t_) ai ... Qp Y1 (t) 0
: + oL : : = :]. (I.131)
dyn (t) Gpl - Gpn Yn(t) 0

dt
Tout systeme d’équations différentielles ordre 2, 3, ... peut étre transformé en
cette forme en introduisant les dérivées d?y(t)/dt?, d®y(t)/dt? etc. comme fonc-
tions inconnues. Avec la définition

u(t) . da(t)
t) = , ot p(t) = ,
) ( B(t) ) ou p(t)=—,
les équations (I1.106) peuvent par exemple écrites sous la forme
duts) 0 -1 u(t)
w0 |\ K o )\ b )
y(t

~~ -~

dy(t)/dt A (®)
La solution formelle du systéme d’équations différentielles (I1.130) s’écrit
y(t) = exp(—tA) - y(0) (I1.132)

ou1 y(0) sont les conditions initiales du probleme. Le propagateur

U(t) = exp(—tA) (I.133)

est une fonction matricielle qui peut étre calculée via 1’expression (I.145) qui se
réduit a la forme (1.134) si la matrice A est diagonalisable. On remarque que la
norme de la solution y(t) est préservée,

ly @[ = lly (0)]], (I1.134)
si

Ur'(t)-Ut)=1 +— AT=-A (I.135)

Pour les équations différentielles linéaires complexes on généralise

Uf(t)-Ut)=1 <= AP=-A (I1.136)
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I1.3.2. Equations inhomogeénes. Pour un systeme propulsé par une “for-
ce” externe on considéra des systemes de la forme générale

d};—it) + A -y(t) =1£(t) (I1.137)
ou bien explicitement
dyét(t) aig ... Qi Y1 (t) fi(?)
: + oo : : = : . (I1.138)
dy;t(t) An1 ... Qnn Yn (t) fn(t>

La solution de tels systemes systemes peut étre obtenue par transformation de
Laplace, et on donne ici la forme générique de la solution,

(. /
~~
N J/

t ~~
yu(t) D

y(t) = exp(—tA) - y(0) +/Ot dt’ exp(—(t —t)A) - £(t'), t>0[ (I.139)

dont la validité peut étre vérifiée par insertion dans 1'éq. (IL.137). Ici y,(¢) est
la solution de I’équation différentielle homogene et y,(t) est une solution par-
ticuliere de 'équation différentielle inhomogene. Un aspect qui est souvent
important pour un systéme dynamique qui est décrit par les fonctions y;(t) est
la stabilité. On voit bien que propagateur U(t) = exp(—tA) décrit une solution
stable, i.e. globalement oscillante ou décroissante, si les valeurs propres de la
matrice A vérifient

R{\} >0, k=1,....m (I1.140)
partant de m valeurs propres différentes. Dans ce cas
lim y(t) = y,(¢) (IL.141)

ce qui montre que la solution particuliere décrit le régime stationnaire.

Exemple II1.2. Oscillateur harmonique: On considere les équations de mou-
vement

y1(t) = Qua(t), (I1.142)
() = —Qu (1), (IL.143)

dont la forme matricielle est

() +(a o) () =(0):

A
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FIGURE 6. A gauche : Champ de vitesse V pour les équations du
mouvement ([1.142) et ([1.145). A droite : Trajectroire (I.2) dans

'espace de phases pour €2 = 1 et les conditions initiales y;(0) =

]-7 92(0) = 0.
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FIGURE 7. A gauche:Champ de vitesse V pour les équations du
mouvement ([1.144) et (IL.145). A droite : Trajectroire (II.3) dans

I'espace de phases pour €2 = 1, n = 0.2 et les conditions initiales

y1(0) = 1,12(0) = 0.

1
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Champ de vitesse| |Trajectoire dans l'espace de phases
Y2

Y1

Y1

FIGURE 8. A gauche : Champ de vitesse V pour les équations du
mouvement ([1.146) et (I1.147). A droite : Trajectroire dans
I'espace de phases pour 2 = 1,7 = 0.2, ¢ = 0.1 et les conditions
initiales 41 (0) = 1, y2(0) = 0.

Il s’agit des équations de mouvement canonique d’un oscillateur linéaire
amorti de fréquence €, avec une constante de relaxation 7. La matrice A est
ici diagonalisable et la décomposition de Jordan,

A=T-J-T

-2 0 -1 1
=(w) ()

Calculant le propagateur de la solution par

donne

exp(—tA) =T -exp(—tJ) - T
on obtient ici la trajectoire (voir fig. [6)

y1(t) cos(tQ))  sin(t92) . y1(0)
Y2 (1) A —sin(tQ) cos(tN2) ’ y2(0) /)7

exp(—tA)




64 II. APPLICATIONS DU CALCUL MATRICIEL

qui représente un cercle, i.e. une trajectoire fermée. Visiblement, le propagateur
exp(—tA) est une matrice de rotation et ne change pas la norme du vecteur
dans 'espace de phases.

Exemple II.3. Oscillateur harmonique avec friction: On considere les
équations de mouvement

U1(t) = Qua(t), (IL.144)
Ua(t) = —Qui(t) — nya(2), (I1.145)

dont la forme matricielle est
(hin )= (o ) ()= (5)

Il s’agit des équations de mouvement canonique d’un oscillateur linéaire
amorti de fréquence (), avec une constante de relaxation 7. La matrice A est
ici diagonalisable et la décomposition de Jordan,

A=T-J- T,

n—a _atn a7
J= 2 T = 2Q 2Q
0 4 ) 11 )

ol a est défini par
a = +/n?— 402

Calculant le propagateur de la solution par

exp(—tA) =T -exp(tJ) - T!

donne

on obtient ici la trajectoire (voir fig.[7)

e—%z(a+n) (a+ )eat+a_ Q eat—l e-%i(a+n)
( yi(t) > (2an n) ( )a | ( 1 (0) )

y2<t) Q<eut_1)e—%t(a+n) e—%t(a+n)((a_n)eat+a+n) y2(0)

a 2a

exp(—tA)

Dans cet exemple on doit distinguer entre le régime out a est imaginaire
(régime oscillatoire) et le régime ol a est réel (régime non-oscillatoire). On
note que a est imaginaire pour les parametres donnés dans la légende de la

fig. 71

Exemple I1.4. Oscillateur harmonique propulsé avec friction: Dans le der-
nier exemple de cette série considére un oscillateur avec friction propulsé par
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une force externe périodique. Les équations du mouvement sont ici
hn(t) = Qua(t), (IL.146)
U2 (t) = —Qu1(t) — ny2(t) + € cos(t), (I1.147)
dont la forme matricielle est
Ua(t) Q 7 ya(t) ecos(t) )’
—_—— —_——
A £(2)
La matrice A est la méme que dans I’'exemple précédent,
A=T-J-T%,
Définissant 1’abréviation
G(t) = exp(—tA) =T -exp(t) - T,

ot la forme explicite de G(t) est

e~ 3@ (am)ettra—n) Qfest—1)e~ Bttatn)
G(t) = 2a 1, 4, a
Q(e“t—l)e g t(atn) e~ 2 (a+n>((a—n)eat+a+n)
N a 2a

on obtient ici la trajectoire (voir fig.

y(t) = exp(—tA) - y(0) +/0 dt" exp(—(t —t")A) - £(t'), t>0.

La fig.|8 montre que la trajectoire tend ici vers un cycle limite qui représente le
régime stationnaire.
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FIGURE 1. Propagation d’un signal f(z F ct).

Chapitre III

Equations aux dérivées partielles

III.1. Equation d’onde

IIL.1.1. Ondes unidimensionnelles. La chaine linéaire est un systeme
dont les équation de mouvements couplées des oscillateurs individuels meéne
a une équation aux dérivées partielles de la forme

l@zu(x,t) B O*u(x,t)
2 ot? Ox?

—0 (IIL.1)

sil’on considere une distribution continue d’oscillateurs. Ceci est une équation
différentielle aux dérivées partielle linéaire d’ordre 2 qui décrit un phénomene
de propagation. Pour comprendre cela ion écrit I’eq. (I1I.1) dans la forme

o oY (1o oy
cot Ox cot Ox A1) =1

ou dans la forme équivalente

100N (10 0y,
cOt Or cot Oz T =0

67
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Comme

pour une fonction f(x) quelconque, u(z,t) doit avoir la forme

u(z,t) = e f(x — ct) + caf (x + ct) (II1.2)

La figure[Ijmontre les solutions de base f(z F ct) pour und fonction f(z) quel-
conque. On remarque que

u(z,t) = const. pour 1z = *ct (IIL.3)

et on appelle z = =*ct les caractéristiques de 1'équation d’onde, ot £c est la
vitesse de propagation.

IT1.1.2. Ondes tridimensionnelles. Les ondes en trois dimensions sont
décrites par I'équation d’onde

1 02 A
Ici A est 'opérateur de Laplace. En coordonnées cartésiennes il a la forme
0* 0* 0P
A= —+ -5+ II.
0x? * 0y? * 022 (IL.5)
Sil’on introduit un vecteur d’unité
Ng
n= | n, |, n? + nz +n?=1, (IIL.6)
Ny

on voit que
102 T

et la solution générale est a la forme

u(r,t) = cif(n” - r —ct) + cof (nT -1+ ct) (II1.7)

Ici
u(r,t) = const. pour n’-rFct =0, (I11.8)
ou la condition
n”r¥ct=0 (11.9)
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décrivent les caractéristiques de 1'équation d’onde qui sont ici des plans. Ici
v, = *cn est la vitesse de propagation. Une forme particuliere pour la solution
sont les ondes planes

u(r,t) = Ae'®T ) ot w = clk|. (I11.10)
On vérifie que

i(krFwt) _ ilk|(nrFwt/k|) _ i|k|(n-rFct)
Ae Ae Ae

est de la forme générale f(n - r F ct)

En coordonnées sphériques le Laplacien a la forme

? 29 1[0 0 1 0
A= 12207 I .. 1L
52 r87*+r2{802+C0t989+sin298¢2}’ (IIL.11)
— +- ‘
T AQ

ou A, et Ag sont, respectivement la partie radiale et angulaire. Les ondes
sphériques vérifient ’équation d’onde

L& AV =0 (TIL12)
c2 Ot? Ut = '
Ici on vérifie que
0?2 20\ f(rFct)
(ﬁ + ;E) T 0, (II1.13)

ou f(r) est une fonction quelconque, et la solution générale a la forme

a(rt) = o, 2 - ) o, I : ) (ITL.14)

Une forme spéciale sont les ondes sphériques

ei(qu:wt)
u(r,t) = A , ol w=ck, (TI1.15)
r
car
Aei(kzr:Fwt) _ Aei(k(rqiwt/k)) _ Aei(k(r:Fct))
r r r

est de la forme f(r F ct)/r.
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FIGURE 2. Evolution de la concentration pour la diffusion libre
en une dimension

II1.2. Equation de diffusion

Une équation aux dérivées partielle qui est de grande importance pour les
processus de diffusion et de transport en général est 1’équation de diffusion

Oe(r,t) = DAc(r, t) (IIL.16)

La solution ¢(r,t) décrite la concentration de particules et D est le coefficient
de diffusion. L'équation de diffusion a été introduite par Adolf Fick [2] comme
équation phénoménologique, inspirée par I'équation de conduction de la cha-
leur de Joseph Fourier et et interprétée 50 ans plus tard par A. Einstein [3]. Elle
peut étre construite en deux pas. Le premier est de dire que la concentration
doit vérifier une équation de continuité de la forme

dhe(r,t) + V- j(r,t) =0 (I1.17)

ou la densité de courant est donnée par

j(r,t) = —DVc(r, 1) (II1.18)

La forme intégrale de 1’équation de continuité est

8t/ d*rc(r,t) = —7{ da-j(r,t) =0, (II1.19)
v ov §

Ny (1) Tov (1)
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et exprime que tout changement nu nombre de particules dans un volume V' se
fait par le flux a travers la surface du volume. A I'intérieur du volume des par-
ticules ne son ni détruites ni crées, indépendamment de sa taille, ce qui décrit
la conservation du nombre de particules si V' — oo, supposant que 5y () — 0.
La solution de 1’équation de diffusion se fait d"une maniere élégante par trans-
formation de Fourier, mais comme cet outil n’est pas encore développé, nous
donnons la solution

(r,t) = N ot (IIL.20)
c(r,t) = N—0—— .
(V4rDt)3
qui peut étre vérifiée par insertion. Elle vérifie en particulier
/ dre(r,t) =N (II1.21)
v

ol N est le nombre de particules et sa largeur croit ~ t!/2,
o(t) = V2Dt (I11.22)

At = 0 la largueur est nulle, et la condition initiale est donc que toutes les
particules sont concentrées ar = 0, car o(0) = 0. La figure[2l montre I'évolution
d’un profile de diffusion en une dimension. la solution peut étre utilisée
afin d’extraire le champ de vitesse des particules diffuseurs. Avec

j(r,t) =c(r,t)v(r,t) (II1.23)

et la definition (I1I.18) pour la densité de courant, j(r, ¢) le résultat est
r

2t’

et montre que le champ de vitesse a symétrie radiale et il tend d"une valeurs
initiale infinie a zéro, quand 1’équilibre est atteint. On remarque que la solu-
tion ne décrit pas un phénomene de propagation, comme 1'équation
d’onde, ot la forme de la solution initiale est maintenue au cours du temps.
On remarque aussi que, au contraire a I’équation d’onde, ¢(r, —t) n’est pas
aussi une solution de I’équation de diffusion, qui n’est juste pas invariante par
rapport a une réflexion de 1’axe de temps t — —¢. Les phénomene de diffusion
est un phénomene irreversible. Une goutte d’encre dans un verre d’eau qui
est initialement concentrée en un point va toujours s’étaler au cours du temps,
mais on n’observe jamais le contraire.

v(r,t) = (II1.24)
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