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Langevin equation
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Langevin equation - the historic article...

P. Langevin. Sur la théorie du mouvement brownien. C. Rendus Acad. Sci. Paris, 146:530-533, 1908.

PHYSIQUE. — Sur la théorie du mouvement brownien.
Note de M. P. Laxceviy, présentée par M. Mascart.

I. Le trés grand intérét théorique présenté par les phénoménes de mou-
-vement- brownien a été signalé par M. Gouy ('): on doit & ce physicien

d’avoir formulé nettement ’hypothése qui voit dans ce mouvement conti-
nuel des particules en suspension dans un fluide un écho de I'agitation ther-
mique moléculaire, et de l'avoir juslifiée expérimentalement, au moins
de maniére qualitative, en montrant la parfaite permanence du mouvement
brownien et son indifférence aux actions extéricures lorsque celles-ci ne
modifient pas la température du milieu.

Une vérification quantitative de la théorie a été rendue possible par
M. Einstein (*), quia donné récemment une formule permettant de prévoir
quel est, au bout d’un temps donné <, le carré moyen A2 du déplacement A,
d’une particule sphérique dans une direction donnée x par suite du mouve-
ment brownien dans un liquide, en fonction du rayon a de la particule, de
la viscosité p. du liquide et de la température absolue T. Cette formule est

-
.1

— ﬂ I

| J—
(1) Ar= N 3npea

ol R est la constante des gaz parfaits relative 4 une molécule-gramme ct N

(') Gouy, Journ. de Phys., 2¢ série, t. VII, 1888, p. 561; Comptes rendus, t. CIX,
1389, p. 102.

(?) A. EwsreiN, Ann. d. Physik, 4° série, 1. XVII, 1905, p. b49; Ann. d. Physik,
4e série, t. XIX, 1715, p. 371,

SEANCE DU g MARS 1g08. 531

" le nombre de molécules dans une molécule-gramme, nombre bien connu

aujourd’hui et voisin de 8 < 10%*.

M. Smoluchowski (') a tenté d’aborder le méme probléme par une mé-
thode plus directe que celles employées par M. Linstein dans les deux
démonstrations qu'il a données successivement de sa formule, et a obtenu

pour A% une expression de méme forme que (1), mais qui en différe par le
coefficient £.

II. J’ai pu constaler tout d'abord qu'unc application correcte de la
méthode de M. Smoluchowski conduit & retrouver la formule de M. Ein-
stein exactement et, de plus, qu'il est facile de donner, par une méthode

toute différente, une démonstration infiniment plus simple.

Le point de départ est toujours le méme : le théoréme d'équipartition de I'énergie
cinétique entre les divers degrés de liberté d'un systéme en équilibre thermique exige
qu'une particule en suspension dans un fluide quelconque posséde, dans la direction z,

. s e e RT , s y .
une énergie cinétique moyenne — égale a celle d'une molécule gazeuse de nature

2N
quelconque, dans une direction donnée, a la méme température. Si g=rjrest la

vitesse & un instant donné de la particule dans la dirvection considérée, on a donc pour
la moyenne étendue 4 un grand nombre de particules identiques de masse m

<2 RT
(2) mg = -

Une particule comme celle que nous considérons, grande par rapport 4 la distance
moyenne des molécules du liquide, et se mouvant par rapport & celui-ci avec la vitesse £
subit une résislance visqueuse égale 4 — 6mpaZ d’aprés la formule de Stokes. En réalité,
celte valeur n'esl qu'une moyenne, et en raison de I'irrégularité des chocs des molé-
cules environnantes, P'action du fluide sur la particule oscille autour de la valeur
précédente, de sorte que I'équation du mouvement est, dans la direction .z,

2

dt?

(3) m :——Gﬁpaﬁdl—‘?—l—X.

Sur la force complémentaire X nous savons qu’elle est indifféremment positive et néga-
live, et sa grandeur est telle qu’elle maintient I'agitation de la particule que, sans elle,
la résistance visqueuse finirait par arréter.
Lé¢quation (3), multipliée par x, peut s'écrire
m d*x*

y dax? .
(4) EW——”IQ _.—37tpa—m—+k.z.

(1) M. vox Sworccaowskr, Ann. d. ‘Ph_ysi/.', 4¢ série, t. XXI, 1906, p. 756.
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Einstein thought that there was a “possible relation”
between his probabilistic description of diffusion and
Brownian motion which is decribed by Langevin’s
stochastic equation of motion
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A. Einstein. Ann. Phys., 322(8), 1905.

5. Uber die von der molekularkinetischen Theorie
der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden
Flitssigkeiten suspendierten Teilchen;
von A. Einstein.

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, daB nach der molekular-
kinetischen Theorie der Warme in Flissigkeiten suspendierte
Korper von mikroskopisch sichtbarer GroBe infolge der Mole-
kularbewegung der Wirme Bewegungen von solcher GroBe
ausfithren miissen, daB diese Bewegungen leicht mit dem
Mikroskop nachgewiesen werden konnen. Es ist moglich, daB
die hier zu behandelnden Bewegungen mit der sogenannten
,,Brownschen Molekularbewegung® identisch sind; die mir
erreichbaren Angaben iber letztere sind jedoch so ungenau,
daf ich mir hieriiber kein Urteil bilden konnte.

Seien nun in einer Flissigkeit im ganzen n suspendierte
Teilchen vorhanden. In einem Zeitintervall = werden sich die
X-Koordinaten der einzelnen Teilchen um A vergroBern, wobei
4 fir jedes Teilchen einen .anderen (positiven oder negativen)
Wert hat. Es wird fiir 4 ein gewisses Haufigkeitsgesetz gelten;
die Anzahl dn der Teilchen, welche in dem Zeitintervall =
eine Verschiebung erfahren, welche zwischen 4 und 4 + d 4
liegt, wird durch eine Gleichung von der Form

drn=n@(ddd -
ausdriickbar sein, wobei
+0
f pd)dd =1
—00

und ¢ nur fir sehr kleine Werte von 4 von Null verschieden
ist und die Bedingung '
P4 =p(-4

erfiillt.

Es sei v = f(z,¢) die Anzahl der Teilchen pro Volumen-
einheit, wir berechnen die Verteilung der Teilchen zur Zeit
t+ 7 aus deren Verteilung zur Zeit ¢ Aus der Definition
der Funktion ¢ (d4) ergibt sich leicht die Anzahl der Teilchen,
welche sich zur Zeit ¢ + 7 zwischen zwei zur X-Achse senk-
rechten Ebenen mit den Abszissen z und z + dz befinden.
Man erhalt: _

_ A=+
flat+ 7)dr = dx.ff(z + Do (dydAa.

Ad=—-00
Nun konnen wir aber, da = sehr klein ist, setzen:

flot+ 1) =fl9+ T.gl;_.

Ferner entwickeln wir f(z + 4,2 nach Potenzen von A:

| . df(mt) 4 B f(st
flo+ 4,0 =fl+a 200 401G

. in inf.
[ B BN}

558 : A. Einstein.

und indem wir

+
1 4
—;f —@d)dd=D

[es}

setzen und nur das erste und dritte Glied der rechten Seite
beriicksichtigen:

ot f
dat

0
(n “3‘?=D

Dies ist die bekannte Differentialgleichung der Diffusion, .
und man erkennt, daB D der Diffusionskoeffizient ist. -
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Perrin saw the relation....
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MOUVEIENT BIOWNIEN BT REALITE MGLECULAIRE;

Par M. JEAN PERRIN.
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- Iciencore le contrdle de la loi de répartition peut étre
quantitatif. Si, en effet, on admet la loi de probabilité
donnée pour une composante z, il est facile de voir que
Eg - RT J la probabilité pour qu’un déplacement horizontal ait une
N 3Ta C longueur comprise entre 7 et » + dr-est donnée par I'ex-

ression
P FILI

1 — —
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Correlation functions

1 7'/2
(A(te)), = lim = [ dtA(t+1o),
T T —7/2
1 7‘/2
(A(t)B(to))r = lim — [ dtAt+t)B(t +to)
700 —7/2
At equilibrium




Exponential relaxation

U4y = f, (t) Normalized Langevin v = o/M.

equation fo(t) = Fo(t)/M
Velocity autocorrelation function
(VACF) Separation of time scales
between the fluctuating force
Con(t) = (v(t)v(0))r, and the velocity of the particle
((t)v(0))
i) =
w( ) <?}2>7-

» Y(t) = exp(—1)
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Wiener-Khintchine theorem

Finite sample of signal

vr(t) = Wr(t)v(t)

- ‘ ‘ - - /T
-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

f(w) = /_+00 dt f(t) exp(—iwt)

!

(fog)(t)Z/_ Oode(HT)g*(T) > F{(fog)t),t,w} = f(w)g* ()

]

Coo(t) —TlggO; vr 0 U7 )(
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Fluctuation and dissipation (I)

) = Wa(t)fo(2) ehup, (1) 1= (f(0) fult))r = 25T (1

=
/N
)
N—"
N\

@.
/N
™~
N—"
_|_
2

S

/N
)

: ' Equation of motion
(0 Fqvr = Well)fs®) 0 (8 = W (D)o(t)
fs,r(t)

W, (t) =6(t+71/2) —6(t —7/2)

_fs,T(w)_|_ 1
w+y w4y

{v(—T/z) exp(iwT /2) — v(7/2) exp(—iwT /2)}

1
lim = |5, (w)]* =

T—00 T

\V]
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. Crp. (W) . ¢t.4.(0)
Cov\W) = Cov (0
(w) V2 4 2 (0) V2
krT ~ oo 2ksT
C’U’U(t) = BW exp(—’Yt) va(o) — [ CU’U(|tD — ]\jfy

3 2k
Cr,1,(0) = i ‘/

Relation between fluctuation (¢¢, . (0)) and dissipation ()
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Fluctuation and dissipation (ll)

t

o(t) = v(0) exp(—t) + / dr exp(—Alt — 7)) f,(7)

0

l Ek'm, :MU2/2

Erin(t) = %]\41}(0)2 exp(—2~t) + Mv(0) exp(—~t) /o dr exp(—7[t — 7]) fs(7)

+ % /0 dr /o dr’ exp(—y[2t — 7 — 7)) fo(7) fs (7))

For each initial velocity and each realization of the
random force one obtains a different profile for the
kinetic energy.
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Average over the realizations of the random force

(Ban(1)) = 5M0(0 exp(=298)+ Mo(0)exp(=11) | dr exp(=ft=r])(1(7)

+—/ dT/ dr’ exp(—v[2t — 7 — 7)) (fs(7) fs(T')).

<fs(T)> — <fs(7_)>7' =0
(fs(T)fs(T")) = 2kpT~y/MS(T — 7')

(Buaa(t)) = 3 Mv(0)” exp(~2y1) + 21 (1 — exp[-211]

lim E]mn(t) —

t— 00 2
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Mean square displacement (MSD)

2(t) — 2(0) = /0 at ot # W(t) = /O L /O 0 (Y o(t),
y of v(t) # W(t) = /Ot dt’ /Ot dt" ¢, (t' — ")
p

Stationarit
-

U

» Wi(t) =2 /Ot du (t — u)cyy(u)
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fs) = /Ooodt exp(—st) f(?) Laplace transform

10 = 5§ dsf)exp(=st)
Application :
2kpT [ . 2hkpT 1)
we) =225 [dute-wutw i (s) = 2L 20)
. 1
vis) = — -
*
~ 2kgT [exp(—~t) — 1+t
W =" { ¥ }
* W kT (.. d exp(st) . exp(st) ,
()=~ {;1_% PP + lim —= } Residue theorem
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t > ,Y—1 W(t) ~ 2Dt D — kgl _ kel Diffusion
| M~ Q constant
— kT
Ly W) & ()7 = 8
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Langevin oscillator

X)

Mo =—-Kx — av + F,(t) (F), = 0
f (Fs(t)Fs(0))r = 2kpTad(t).
Harmonic force
wg = K/M
» i+ i+ wir = fi(t) v =a/M
fs(t) = Fs(t)/M

dimanche 5 juin 2011



kT g i

A kB S ’ 2

‘ Culs) = M (s—s1)(s— s2) 2
(:)0: (.Ug——

kT t
Cop(t) = BW exp (—%) {cos(@ot) — % sin(djot)}

wo
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Density of states (DOS)

DOS

2 Yw?

o) o a2 e 2] ”7 underdamped
2 2

9 = TE T }{wz o overdamped
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Mean square displacement

MSD

W(t) = ZIEZT/O du(t —uw)p(u) .

N QkBT 1
Wis) = M s(s—s1)(s— s2)
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General properties of the MSD

W(t) = QIE\ZT/ du (t — )y (u) | <=l W (t) = %@j{ ds exp(st) le\zT ws(j)
0 T C
W(t) = QIEZT il_{f(l)% {eXP(StW(S)} + decaying terms
2kgT -
W (t) &~ =E=4(0) ¢.

M
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Relation between MSD and DOS

 2kpT

W(t) = 28 /0 du (t — uw)o(u)

Y(u) = 1 /OOO dw cos(wu) g(w)

T

W(t) = QZ;TE /0 " (w) /0 du (t — u) cos(w)

7

\/Ot du (t — u) cos(wu) = 1 — cos(wt)

w2

W(t) = kel [~ {1 — cos(wt) } o(w) Large amplitude motions
contribute the most to W(t).

W(t) = (v*) 12 = ——t short time approximation
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Generalized Langevin equation

Derive an exact equation of Langevin type

v(t) + Qu(t) + /o dr k(t — 7)v(r) = fT(¢)

where (v(0)fT(¢)) =0

Derive an equation of motion for the
correlation function

Cop(t) + Qeyy(t) + /0 AT K(t — T)Cyp(T7) =0

[1] R.Zwanzig. Nonequilibrium statistical mechanics. Oxford University Press, 2001.
[2] R.Zwanzig. Statistical mechanics of irreversibility, pages 106—141. Lectures in Theoretical Physics. Wiley-Interscience, New York, 1961.
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Definitions

OH 0 OH 0
L = Z { 99, 90 9, 8}%} Liouville operator

= a(p, q) a(t) = exp{tL}a(0) Dynamical variable

//d”pd"lep —BH(p,q))a"(p,q)b(p, q) Scalar

product
(a(t1)b(t2)) := (a(t1),b(t2)) Correlation function
P.b = 872))& 733 = P, Projector

Q,=1-"7P, ?=9, P, +9,=1
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L =P, L+ Q,L

exp(tL) = exp(tQ,L) + /0 dr exp((t — 7)L)P,Lexp(TQ,L)

apply to @

(I) = exp(tﬁ)@ = exp(tL)Lv —exp(tL)PLv
= exp(tL)Lv — exp(tL) (v, Lv) . (Lv,v)

V=10+

(v,v) (v, v)

t
(1) = gxp(tQﬁ@Jr/ dr exp((t — 7)L)PLexp(TQLI QLY
£ 0 £+ ()
(v, Lf7(7))

= (1) —I—/O dr exp((t — 7)L) (0. 0) v

:f+(t)+/0td7 (“"Cﬁ(”)v(t—ﬂ :f+(t)—/otd7 (LU(’UfZ)(T))U(t—T)
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“Conventional language”

v(t) + Qu(t) + /0 dr k(t — T)v(r) = fT(¢)

2= <’”—§§ = (0)
oty = SO O) _ FOE) Memory function
(%) (%)

fr(t) = exp(tQL)QLY (w(0)fT(t)) =0

Cop(T) + Qeyy () + /0 AT k(t — T)cy (1) =0
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e The generalized Langevin equation is exact.
* For a Hamiltonian system Q=0.

e ['ELG can be derived for any dynamical
variable.

e ['ELG can be derived for any time evolution
operator.
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Diffusion, friction

Coo () + ¢y (t) + /o dT K(t — T)Cyo(T) = 0

.  cwl(0)
» Cls) = S0 T A

D— / Tty (t) = 240(0)

ad W

diffusion friction
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Two known examples

v(t) + Qu(t) + /0 dr k(t — T)v(T) = f7(t)

a) Free diffusion: Q@ = ~,k(t) =0
or Q=0,k(t) =v6(t)

v+ YU = fs(t)

b) Langevin oscillator: Q = v, k(t) = 0(¢)w;
or =0, k(t) =~v4(t) + 0(t)w]

U+ yv +w§/0 drv(1) = fs(t)
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Mori-Zwanzig model

fn(t) + Qpkn(t) + /0 AT Kpi1(t — T)kp(T7) =0

Ri(s) = 2 0) - Continued fraction
S 2(0)
S + Q2 + ... S MQ
M
A Cov (0) .
Con(8) = S+ Q+ R (s) w Model with M+1 poles

Cyo(t) is multi-exponential
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Example with two poles

B.J. Berne, J.P. Boon, and S.A. Rice. J. Chem. Phys.,45:1086—1096, 1966.

N=0,%=n k,(t)=0 pour n >2

CUU(O) - kBT S @

s+20 M s(s+n) +wp

_ (0) _ (6F7)
— + Kl(O) /{1(0) = <’U—2> = M/{BT

» )= i (1) Loty + 5 s

Con(S) =

2wy
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wir)

‘pnorm (w)

kBTn B <7}2> <5F2>
2= Mz A
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