
Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
Matrices, rotations

1. On calcule ici d’abord le moment magnétique µ d’une sphère uni-
formément chargée, portant la charge de l’électron, qui tourne avec une
vitesse ω autour de l’axe z, ainsi que le moment cinétique correspon-
dant S. Posant |S| = ~/2 = θzzω, on obtient une vitesse angulaire, ω,
qui est injectée dans la formule pour µ. Le rapport |µ|/|S| est alors la
constante gyromagnétique cherchée.

(a) On calcule d’abord le moment magnétique. Définissant la charge to-
tale comme e et le rayon de la sphère comme a, la densité de charge
est

ρ =
e

V
, V =

4πa3

3
,

et le moment magnétique est obtenue par l’intégrale de volume

µ =
1

2

∫
d3r ρ(ω ∧ r).

En coordonnées sphériques on écrit

µ =
1

2

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0
r2 sin θdrdθdφ ρ(ω ∧ r),

où r et ω sont donnés par

r =

 r sin(θ) cos(φ)
r sin(θ) sin(φ)

r cos(θ)

 , ω =

 0
0
ω

 .

Le résultat est

µ =

 0
0

1
5a

2eω

 . (1)

(b) De la mème manière on calcule le spin, i.e. le moment cinétique
d’une sphère de mass M et rayon a, avec une distribution de masse
uniforme de

ρm =
me

V
, V =

4πa3

3
,

où me est le masse de l’électron. Ceci donne

S =

∫ ∞
0

∫ π

0

∫ 2π

0
r2 sin θdrdθdφ ρm(ω ∧ r) =

 0
0

2
5a

2mω

 .

(c) La composante z du spin donne le moment d’inertie,

Sz = θzzω =⇒ θzz =
2

5
a2m. (2)

(d) Ceci donne la vitesse angulaire

ωe =
~

2θzz
=

5~
4a2me

. (3)
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(e) L’insertion de ω dans la formule pour µ donne alors

µe,model =
1

5
a2e ωe =

~e
4me

=
1

2
µe (4)

où µe est le magnéton de Bohr,

µe ≡
~e

2me
, (5)

qui est le “vrai” moment magnétique de l’électron. Sa valeur est
µe ≈ 9.2740× 10−24 J/T.

2. On part de Uχ = λχ, où χ est un vecteur propre normalisé à 1, ‖χ‖2 =
χ†χ = 1. Par conséquent ‖Uχ‖2 = χ†U†Uχ = |λ|2χ†χ. Comme une
matrice unitaire vérifie U†U = 1, il suit que |λ|2 = 1. Par conséquent

λ = exp(iφ), φ ∈ [0, 2π).

Les valeurs propres d’une matrice unitaire sont donc situées sur le
cercle trigonométrique.

3. (a) Les matrices de Pauli ont la forme

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

i. Avec ceci on trouve d’abord

σxσy = −σyσx =

(
i 0
0 −i

)
= iσz ⇒ [σx,σy] = 2iσz,

σzσx = −σxσz =

(
0 1
−1 0

)
= iσy ⇒ [σz,σx] = 2iσy,

σyσz = −σzσy =

(
0 i
i 0

)
= iσx ⇒ [σy,σz] = 2iσx,

ce qui montre que [σx,σy] = 2iσz (cycl.).

ii. Avec σ2
k = 1, où 1 est la matrice d’unité en deux dimensions,

on voit que tr{σ2
k} = 2. Pour j 6= k on a σjσk = −σkσj et

tr{σjσk} = −tr{σkσj}. Comme tr{σkσj} = tr{σjσk}, il suit
que tr{σjσk} = −tr{σjσk}. Par conséquent tr{σjσk} = 0 si
j 6= k. Ceci prouve que tr{σjσk} = δjk.

(b) Pour toutes les matrices de Pauli les valeurs propres sont λ1 = 1 et
λ2 = −1. Les vecteurs propres associés sont, dans l’ordre respectif,

i. Pour σx :

χ1 =

 1√
2

1√
2

 , χ2 =

 − 1√
2

1√
2

 .
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ii. Pour σy :

χ1 =

 − i√
2

1√
2

 , χ2 =

 i√
2

1√
2


iii. Pour σz :

χ1 =

(
1

0

)
, χ2 =

(
0

1

)
.

On note que les vecteurs propres sont déterminés à une constante
multiplicative près qui vérifie la condition |c| = 1.

4. (a) i. Avec la définition des matrices de Pauli la matrice N prend la
forme

N =

(
nz nx − iny

nx + iny −nz

)
Utilisant que n2x + n2y + n2z = 1 on trouve que N2 = 1.

ii. La forme de N montre directement que

N† = (N∗)T = (NT )∗ = N.

(b) Calculons U†(n, ε) :

U†(n, ε) =
(

cos(ε/2)1 + i sin(ε/2)N
)†

= cos(ε/2)1† − i sin(ε/2)N†

= cos(ε/2)1− i sin(ε/2)N = U(n,−ε).

Comme

U(n,−ε)U(n, ε) =
(

cos(ε/2)1−i sin(ε/2)N
)(

cos(ε/2)1+i sin(ε/2)N
)

= cos2(ε/2)1 + cos(ε/2)2(ε/2)N2 = cos2(ε/2)1 + sin2(ε/2)1 = 1,

on a vérifié que U†(n, ε) = U−1(n, ε).
Afin de calculer la déterminant de U(n, ε) on utilise la forme expli-
cite

U(n, ε) =

(
cos (ε/2) + inz sin (ε/2) (inx + ny) sin (ε/2)

(inx − ny) sin (ε/2) cos (ε/2)− inz sin (ε/2)

)
.

Avec ceci on trouve
det(U(n, ε)) = 1.

(c) Si |ε| � 1 on peut approcher

U(n, ε) ≈ 1 + i
ε

2
N.
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Avec ceci et les formes explicites N =
∑

i niσi et ξ =
∑

j ξjσj , on
obtient

ξ′ = U†(n, ε)ξU(n, ε) ≈
(
1− i ε

2
N
)
ξ
(
1 + i

ε

2
N
)

= ξ − i ε
2

[N, ξ] +O(ε2) = ξ − i ε
2

∑
i,j

niξj [σi,σj ] +O(ε2).

Utilisant [σx,σy] = 2iσz (cycl.) on trouve

ξ′ = ξ+ ε
{

(nyz−nzy)σx+(nzx−nxz)σy +(nxy−nyx)σz

}
+O(ε2).

Les composantes de ξ′ correspondent donc aux composantes d’un
vecteur ~x ′ ≈ ~x+ ε ~n ∧ ~x.

5. (a) Par multiplication matricielle il suit directement que

K2 =

(
0 1
1 0

)
·
(

0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
≡ 1.

(b) On développe A en une série de Taylor, utilisant que K2 = 1 :

exp(φK) =

∞∑
n=0

φn

n!
Kn =

∞∑
k=0

φ2k

(2k)!
K2k +

∞∑
k=0

φ2k+1

(2k + 1)!
K2k+1

=

∞∑
k=0

φ2k

(2k)!
(1)k +

∞∑
k=0

φ2k+1

(2k + 1)!
(1)kK

=

{ ∞∑
k=0

1

(2k)!
φ2k

}
1 +

{ ∞∑
k=0

1

(2k + 1)!
φ2k+1

}
K

= coshφ1 + sinhφK =

(
coshφ sinhφ

sinhφ coshφ

)
.

(c) On voit que

x̃2 − ỹ2 = (x coshφ+ y sinhφ)2 − (x sinhφ+ y coshφ)2

= x2(coshφ2 − sinhφ2)− y2(coshφ2 − sinhφ2) = x2 − y2.

Par conséquent, ‖r̃‖ = ‖r‖.
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Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
Spin

1. (a) La forme générale de la représentation matricielle de l’hamiltonien
est

H = −µ
3∑

k=1

σkBk,

où µ = γ~/2 et les σi sont les matrices de Pauli,

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Avec ~B = B sinϕ~ex +B cosϕ~ez on obtient

H = −µB
(

cosϕ sinϕ
sinϕ − cosϕ

)
.

(b) Les valeurs propres de H sont les énergies possibles,

E± = ∓µB,

où les indices “+” et “−” correspondent, respectivement, à la pola-
risation parallèle et antiparallèle au champ magnétique.

(c) On remarque que ~B est obtenu à partir de ~B0 en appliquant une
rotation par ϕ autour de l’axe ~ey. Par conséquent B = D(ey, ϕ)B0,
où B0 = (0, 0, B)T , et les spineurs propres de H sont obtenus par

χ± = U(ey,−ϕ)χ
(0)
± ,

avec

U(ey,−ϕ) = cos(ϕ/2)1−i sin(ϕ/2)σy =

(
cos(ϕ/2) − sin(ϕ/2)
sin(ϕ/2) cos(ϕ/2)

)
.

Partant de

H0 = −µ
3∑

k=1

σkB0,k = −µB
(

1 0
0 −1

)
,

et les spineurs propres associés,

χ
(0)
+ =

(
1
0

)
, χ

(0)
− =

(
0
1

)
,

on trouve

χ+ = U(ey,−ϕ)χ
(0)
+ =

(
cos(ϕ/2)
sin(ϕ/2)

)
,

χ− = U(ey,−ϕ)χ
(0)
− =

(
− sin(ϕ/2)
cos(ϕ/2)

)
.
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2. (a) Dans le cours nous avons vu que l’évolution du spin dans le temps
est donnée par

χ(t) = exp

(
i
γt

2

3∑
k=1

Bkσk

)
χ(0) = U(n, ωLt/2)χ(0),

où σk sont les matrices de Pauli, ωL = γ| ~B| est la fréquence (pulsa-
tion) de Larmor, et γ est le rapport gyromagnétique du spin. L’expo-
nentielle matricielle U peut également exprimée comme (voir cours)

U(n, ωLt/2) = cos(ωLt/2)1 + i sin(ωLt/2)

{
3∑

k=1

nkσk

}
,

où 1 est la matrice d’unité 2×2 et nk sont les composantes du vecteur
d’unité en direction du champ magnétique, ~n = ~B/| ~B|. Avec ceci
obtient pour ~B = B~ez

U(n, ωLt/2) ≡ U(t) =

(
e

1
2
itωL 0

0 e−
1
2
itωL

)
.

Par conséquent

χ(t) = U(t)χ(0) =

(
e

1
2
itωL cos(φ)

e−
itωL

2 sin(φ)

)
.

(b) Avec le résultat précédent

〈sx(t)〉 =
~
2
χ†(t) · σx · χ(t) =

~
2

sin(2φ) cos(ωLt)

〈sy(t)〉 =
~
2
χ†(t) · σy · χ(t) = −~

2
sin(2φ) sin(ωLt)

〈sz(t)〉 =
~
2
χ†(t) · σz · χ(t) =

~
2

cos(2φ)

On voit le vecteur 〈~s(t)〉 effectue un mouvement de précession – sa
pointe décrit un mouvement circulaire, avec une composante 〈sz(t)〉
constante.

3. (a) La matrice de l’hamiltonien est donnée par H = −γB(nxsx+nysy +
nzsz). La forme explicite est

H = ~γB

 0 inz −iny
−inz 0 inx
iny −inx 0

 .

On voit que (HT )∗ = H† = H. La matrice H est donc hermitienne.
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(b) Pour le choix ~B = B~ez on obtient

H = ~γB

 0 i 0
−i 0 0
0 0 0

 .

Le polynôme caractéristique est det(H − λ1) = −λ3 + ~2γ2B2λ et
les valeurs propres sont

λ0 = 0, λ+ = −~γB, λ− = ~γB.

Les valeurs propres sont les énergies possibles du spin. L’énergie
la plus basse, λ+, correspond à l’orientation parallèle du spin et du
champ magnétique, λ− à l’orientation anti-parallèle et λ0 à l’orien-
tation orthogonale.
Les vecteurs (spineurs) propres associés sont

χ0 =


0

0

1

 , χ+ =


− i√

2

1√
2

0

 , χ− =


i√
2

1√
2

0

 .

(c) On calcule

χ =


i√
2
(α− − α+)

1√
2
(α− + α+)

α0

 .

Avec ceci
〈H〉 = χ†Hχ = ~γB(|α−|2 − |α+|2).

On peut aussi écrire

〈H〉 = λ0|α0|2 + λ+|α+|2 + λ−|α−|2.
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Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
Espace vectoriel unitaire (I)

1. Avec |v〉 = c|u〉 (c ∈ C) on obtient 〈v|v〉 = |c|2〈u|u〉. Comme 〈u|u〉 = 1 et
〈v|v〉 = 1, il suit que |c|2 = 1. La forme la plus générale pour c est

c = exp(iφ), φ ∈ [0, 2π).

Dans un espace vectoriel réel c doit être réel et c = ±1.

2. Soit {|ai〉} (i = 1, 2) une base orthonormée de l’espace vectoriel unitaire
en deux dimensions, tel que 〈ai|aj〉 = δij , et soit |u〉 = u1|a1〉 + u2|a2〉
un vecteur normé, 〈u|u〉 = |u1|2 + |u2|2 = 1. Pour un vecteur |v〉 =
v1|a1〉+ v2|a2〉, avec |v〉 ⊥ |u〉, on a les conditions

〈u|v〉 = u∗1v1 + u∗2v2 = 0,

〈v|v〉 = |v1|2 + |v2|2 = 1.

Ces conditions sont vérifiées si

v1 = u∗2 exp(iφ), v2 = −u∗1 exp(iφ), φ ∈ [0, 2π).

Par conséquent

|v〉 = u∗2 exp(iφ)|a1〉 − u∗1 exp(iφ)|a2〉, φ ∈ [0, 2π).

Il y a donc un nombre infini de vecteurs |v〉 ⊥ |u〉, car φ est arbitraire.
Si l’espace vectoriel est réel, exp(iφ) est réel si φ = 0 ou φ = π. Il n’y a
donc que deux solutions,

|v1〉 = u2|a1〉 − u1|a2〉
|v2〉 = −u2|a1〉+ u1|a2〉 = −|v1〉.

3. (a) Par définition, la base {|ai〉} (i = 1, 2) est orthonormée, 〈ai|aj〉 = δij .
Avec ceci

〈b1|b1〉 =
1

2
〈a1|a1〉+

i

2
〈a1|a2〉 −

i

2
〈a2|a1〉+

1

2
〈a2|a2〉 = 1,

〈b1|b2〉 =
1

2
〈a1|a1〉 −

i

2
〈a1|a2〉 −

i

2
〈a2|a1〉 −

1

2
〈a2|a2〉 = 0,

〈b2|b1〉 = 〈b1|b2〉∗ = 0,

〈b2|b2〉 =
1

2
〈a1|a1〉 −

i

2
〈a1|a2〉+

i

2
〈a2|a1〉+

1

2
〈a2|a2〉 = 1.

La base “B” est donc orthormée, 〈bi|bj〉 = δij .

(b) Pour la base “A”

|a1〉 ↔ a
(A)
1 =

(
1

0

)
, |a2〉 ↔ a

(A)
2 =

(
0

1

)
.

Pour la base “B”

|b1〉 ↔ b
(A)
1 =

 1√
2

i√
2

 , |b2〉 ↔ b
(A)
2 =

 1√
2

−i√
2

 .

8



(c)

|b1〉† ↔ b
(A) †
1 =

(
1√
2

−i√
2

)
, |b2〉† ↔ b

(A) †
2 =

(
1√
2

i√
2

)
.

(d) Partant de

|b1〉 =
1√
2
|a1〉+

i√
2
|a2〉,

|b2〉 =
1√
2
|a1〉 −

i√
2
|a2〉.

on trouve |b1〉+ |b2〉 =
√

2|a1〉 et |b1〉 − |b2〉 =
√

2i|a2〉, d’où

|a1〉 =
1√
2
|b1〉+

1√
2
|b2〉 ↔ a

(B)
1 =

 1√
2

1√
2

 ,

|a2〉 =
−i√

2
|b1〉+

i√
2
|b2〉 ↔ a

(B)
2 =

 −i√
2

i√
2

 .

(e) On part de |bj〉 = Û |aj〉. Avec ceci

U
(A)
ij = 〈ai|Û |aj〉 = 〈ai|bj〉.

Dans la base A l’opérateur Û est représenté par la matrice unitaire

U(A) =

 1√
2

1√
2

i√
2

−i√
2

 .

L’opérateur Û même peut être écrit dans la forme

Û =
2∑

k=1

|bk〉〈ak|.

(f) Avec χ(A)

|χ〉 =
1√
2
|a1〉.

Comme |a1〉 = 1√
2
|b1〉+ 1√

2
|b2〉 (voir dessus), il suit alors que

|χ〉 =
1

2
|b1〉+

1

2
|b2〉,

et par conséquent

χ(B) =

(
1/2
1/2

)
.
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(g) Les éléments de T̂ dans la base B sont

T
(B)
ij = 〈bi|T̂ |bj〉 =

2∑
k=1

2∑
l=1

〈bi|ak〉〈ak|T̂ |al〉〈al|bj〉

=
2∑

k=1

2∑
l=1

〈bi|ak〉T
(A)
kl 〈al|bj〉 =

2∑
k=1

2∑
l=1

U
(A) ∗
ki T

(A)
kl U

(A)
lj .

Ceci montre que
T(B) = U(A) †T(A)U(A),

explicitement

T(B) =

 1√
2

−i√
2

1√
2

i√
2

( 1 0
0 −1

) 1√
2

1√
2

i√
2

−i√
2

 =

(
0 1
1 0

)
.

4. (a) T̂ † est donné par

T̂ † = {〈u|}†{|u〉}† = |u〉〈u| = T̂ .

L’opérateur T̂ est donc hermitien.

(b) Pour que T̂ soit un projecteur, il faut que

T̂ 2 = |u〉〈u|u〉〈u| = ‖|u〉‖2T̂ = T̂ .

T̂ est un projecteur si ‖|u〉‖2 = 1.

(c) Les valeurs et vecteurs propres d’un projecteur P̂ sont définis par la
relation P̂ |ηj〉 = λj |ηj〉. Application de P̂ par la gauche donne

P̂ 2 |ηj〉 = λjP̂ |ηj〉 = λ2j |ηj〉.

D’autre part, P̂ 2 = P̂ et P̂ 2 |ηj〉 = P̂ |ηj〉 = λj |ηj〉. Par conséquent

λ2j = λj ⇒ λj = 0 ou λj = 1.
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Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
Espace vectoriel unitaire (II)

1. (a) Par définition

d

dλ
(ÂB̂) = lim

ε→0

Â(λ+ ε)B̂(λ+ ε)− Â(λ)B̂(λ)

ε

= lim
ε→0

Â(λ+ ε)B̂(λ+ ε)− Â(λ)B̂(λ+ ε) + Â(λ)B̂(λ+ ε)− Â(λ)B̂(λ)

ε

= lim
ε→0

(
Â(λ+ ε)− Â(λ)

)
B̂(λ+ ε) + Â(λ)

(
B̂(λ+ ε)− B̂(λ)

)
ε

=

{
lim
ε→0

Â(λ+ ε)− Â(λ)

ε

}
B̂(λ)+Â(λ)

{
lim
ε→0

B̂(λ+ ε)− B̂(λ)

ε

}
=
dÂ

dλ
B̂+Â

dB̂

dλ
.

(b) Ici on utilise la règle du produit, posant B̂ = Â−1,

d

dλ
(ÂÂ−1) = 0̂ =

dÂ

dλ
Â−1 + Â

dÂ−1

dλ
⇒ dÂ−1

dλ
= −Â−1dÂ

dλ
Â−1.

(c) On utilise la représentation exp(x) =
∑∞

n=0 x
n/n!. Avec ceci

d

dλ
exp(λĈ) = lim

ε→0

exp([λ+ ε]Ĉ)− exp(λĈ)

ε
= lim

ε→0

exp(εĈ)− 1̂

ε
exp(λĈ)

= lim
ε→0

{1̂ + εĈ +O(ε2)} − 1̂

ε
exp(λĈ) = Ĉ exp(λĈ) = exp(λĈ)Ĉ.

(d) On utilise la règle du produit d’une manière répétée. La première
étape est Ân = ÂÂn−1. Avec ceci

d

dλ
Ân =

dÂ

dλ
Ân−1 + Â

dÂn−1

dλ

=
dÂ

dλ
Ân−1+Â

{
dÂ

dλ
Ân−2 + Â

dÂn−2

dλ

}
=
dÂ

dλ
Ân−1+Â

dÂ

dλ
Ân−2+Â2dÂ

n−2

dλ

=
dÂ

dλ
Ân−1+Â

dÂn−2

dλ
+Â2dÂ

n−3

dλ
+. . .+Ân−1

dÂ

dλ
=

n∑
l=1

Âl−1
dÂ

dλ
Ân−l.

Utilisant ces résultats on montre les relations suivantes.

(a)

d

dλ

{
exp(λB̂)Â exp(−λB̂)

}
= exp(λB̂)B̂Â exp(−λB̂)−exp(λB̂)ÂB̂ exp(−λB̂)

= exp(λB̂)(B̂Â− ÂB̂) exp(−λB̂) = exp(λB̂)[B̂, Â] exp(−λB̂).

(b)

d

dλ

{
exp(λÂ) exp(λB̂)

}
= exp(λÂ)Â exp(λB̂)+exp(λÂ)B̂ exp(λB̂)

= exp(λÂ)(Â+ B̂) exp(λB̂).

11



2. (a) On utilise la définition

dÂn

dÂ
= lim

ε→0

(Â+ ε1̂)n − Ân

ε

et on sait que

(Â+ ε1̂)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
(ε1̂)kÂn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
εkÂn−k.

Par conséquent

dÂn

dÂ
= lim

ε→0

(Â+ ε1̂)n − Ân

ε

= lim
ε→0

{Ân + nεÂn−1 +O(ε2)} − Ân

ε
= nÂn−1.

(b) Par définition

d exp(Â)

dÂ
= lim

ε→0

exp(Â+ ε1̂)− exp(Â)

ε
= lim

ε→0

exp(ε1̂)− 1̂

ε
exp(Â)

= lim
ε→0

{1̂ + ε1̂ +O(ε2)} − 1̂

ε
exp(Â) = exp(Â).

3. Le commutateur [ÂB̂, Ĉ] s’écrit

[ÂB̂, Ĉ] = ÂB̂Ĉ − ĈÂB̂ = ÂB̂Ĉ − ÂĈB̂ + ÂĈB̂ − ĈÂB̂
= Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂.

Afin de prouver la deuxième relation on considère

[Â, B̂Ĉ] = −[B̂Ĉ, Â] = −B̂[Ĉ, Â]− [B̂, Â]Ĉ = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ.

4. (a) Pour n = 1 on obtient [Â, B̂] = i1̂ et [B̂, Â] = −i1̂, et ces relations
sont par définition vérifiés.
On suppose maintenant que la relation [Â, B̂n] = inB̂n−1 est valide
pour n = k et on montre qu’elle reste valide pour n = k + 1 :

[Â, B̂k+1] = [Â, B̂B̂k] = B̂[Â, B̂k] + [Â, B̂]B̂k

= B̂(ikB̂k−1) + iB̂k = i(k + 1)B̂k.

Comme la relation [Â, B̂n] = inB̂n−1 est valide pour n = 1, on a
montré qu’elle est valide pour tout les n ≥ 1.
La preuve de la relation [B̂, Ân] = −inÂn−1 se déroule de la même
façon. Ici on a

[B̂, Âk+1] = [B̂, ÂÂk] = Â[B̂, Âk] + [B̂, Â]Âk

= Â(−ikÂk−1)− iÂk = −i(k + 1)Âk.

Comme la relation [B̂, Ân] = −inÂn−1 est valide pour n = 1, elle est
valide pour tous les n ≥ 1.
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(b) Le commutateur [Â, F̂ (Â, B̂)] peut être développé comme suit :

[Â, F̂ (Â, B̂)] =

∞∑
m,n=0

Fmn[Â, ÂmB̂n] =

∞∑
m,n=0

Fmn

{
Âm [Â, B̂n]︸ ︷︷ ︸

=inB̂n−1

+ [Â, Âm]︸ ︷︷ ︸
=0̂

B̂n
}

= i
∞∑

m,n=0

nFmnÂ
mB̂n−1 = i

∂F̂

∂B̂
.

Pour [B̂, F̂ (Â, B̂)] on obtient

[B̂, F̂ (Â, B̂)] =
∞∑

m,n=0

Fmn[B̂, ÂmB̂n] =

∞∑
m,n=0

Fmn

{
Âm [B̂, B̂n]︸ ︷︷ ︸

=0̂

+ [B̂, Âm]︸ ︷︷ ︸
=−imÂm−1

B̂n
}

= −i
∞∑

m,n=0

nFmnmÂ
m−1B̂n = −i∂F̂

∂Â
.
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Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
Oscillateur harmonique

1. (a) Dans le cours nous avons montré que

|un−1〉 =
1√
n~
â|un〉,

|un+1〉 =
1√

(n+ 1)~
â†|un〉.

Par conséquent

〈um|â|un〉 =
√
n~ δm,n−1,

〈um|â†|un〉 =
√

(n+ 1)~ δm,n+1,

où m,n = 0, 1, 2, . . ..

(b) Dans la base {|x〉} les représentations matricielles de x̂ et p̂ sont
données par x̂↔ xδ(x− x′) et p̂↔ −i~∂xδ(x− x′), respectivement.
Avec ceci

〈x|â|x′〉 =

√
mω0

2
xδ(x− x′) +

~√
2mω0

∂xδ(x− x′),

〈x|â†|x′〉 =

√
mω0

2
xδ(x− x′)− ~√

2mω0
∂xδ(x− x′)

Dans la base {|p〉} les représentations matricielles de x̂ et p̂ sont, en
revanche, x̂↔ i~∂pδ(p− p′) et p̂↔ p δ(p− p′), respectivement. Avec
ceci

〈p|â|p′〉 = i~
√
mω0

2
∂pδ(p− p′) +

i√
2mω0

p δ(p− p′),

〈p|â†|p′〉 = i~
√
mω0

2
∂pδ(p− p′)−

i√
2mω0

p δ(p− p′).

(c) Pour un opérateur Â quelconque on a

dÂH(t)

dt
=
∂ÂH(t)

∂t
+
i

~
[Ĥ, ÂH(t)].

Comme â et â† ne dépendent pas explicitement du temps,

dâH(t)

dt
=
i

~
[Ĥ, âH(t)] =

i

~
Û †(t, t0)[Ĥ, â]Û(t, t0),

dâ†H(t)

dt
=
i

~
[Ĥ, â†H(t)] =

i

~
Û †(t, t0)[Ĥ, â

†]Û(t, t0).

On a vu que [Ĥ, â] = −~ω0â et [Ĥ, â†] = ~ω0â
†. Par conséquent

dâH(t)

dt
=
i

~
Û †(t, t0)(−~ω0â)Û(t, t0) = −iω0âH(t),

dâ†H(t)

dt
=
i

~
Û †(t, t0)(~ω0â

†)Û(t, t0) = iω0â
†
H(t).
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Les solutions des ces équations différentielles sont

âH(t) = âH(0) exp(−iω0t),

â†H(t) = â†H(0) exp(iω0t).

2. On écrit d’abord

x̂ =
1√

2mω0
(â+ â†),

p̂ = −i
√
mω0

2
(â− â†).

(a) Comme ici 〈x̂〉 = 〈un|x̂|un〉, 〈p̂〉 = 〈un|p̂|un〉, il suit avec avec les
résultats de l’exercice (1a) 〈x̂〉 = 0 et 〈p̂〉 = 0.

(b) On développe d’abord

x̂2 =
1

2mω0

(
â2 + ââ† + â†â+ [â†]2

)
=

1

2mω0

(
â2 + 2â†â+ [â, â†] + [â†]2

)
=

1

2mω0

(
â2 + 2â†â+ ~1̂ + [â†]2

)
.

Avec l’exercice (1a) â2|un〉 = n(n − 1)~|un−2〉 et [â†]2|un〉 = (n +
1)(n+ 2)~|un+2〉. Par conséquent 〈un|â2|un〉 = 0 et 〈un|[â†]2|un〉 = 0.
Comme 〈un|â†â|un〉 = n~ (voir cours), il suit que

〈x2〉 = 〈un|x̂2|un〉 =
~

2mω0
(2n+ 1).

Pour p̂2 on trouve

p̂2 = −mω0

2

(
â2 − ââ† − â†â+ [â†]2

)
=
mω0

2

(
−â2 + 2â†â+ [â, â†]− [â†]2

)
=
mω0

2

(
−â2 + 2â†â+ ~1̂− [â†]2

)
,

et par conséquent

〈p2〉 = 〈un|p̂2|un〉 =
m~ω0

2
(2n+ 1).

(c) On note que 〈(O − 〈O〉)2〉 = 〈O2〉 − 〈O〉2 pour n’importe quelle ob-
servable O. Comme ici 〈x〉 = 0 et 〈p〉 = 0, il suit que ∆x =

√
〈x2〉 et

∆p =
√
〈p〉2. Par conséquent

∆x∆p =
~
2

(2n+ 1).

3. (a) Dans les conditions indiquées, l’énergie potentielle d’une charge
dans un champ électrique est V (x) = −QEelx et l’opérateur hamil-
tonien prend la forme

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2

0x̂
2︸ ︷︷ ︸

Ĥ(0)

−QEelx̂.
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(b) Utilisant la méthode du complément quadratique, on peut
également écrire

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2

0

(
x̂2 − 2QEel

mω2
0

x̂

)
=

p̂2

2m
+

1

2
mω2

0

(
x̂− x01̂

)2︸ ︷︷ ︸
Ĥ(1)

−1

2
mω2

0x
2
01̂,

x0 =
QEel

mω2
0

.

Si l’on définit |u(1)n 〉 comme états propres de Ĥ(1), tel que

Ĥ(1)|u(1)n 〉 = E(1)
n |u(1)n 〉,

on voit que

〈x|u(1)n 〉 = 〈x− x0|u(0)n 〉,

E(1)
n = E(0)

n =

(
n+

1

2

)
~ω0.

Introduisant le décalage d’énergie

∆E = −1

2
mω2

0x
2
0 = −

Q2E2
el

2mω2
0

,

il suit que
Ĥ|un〉 = (E(1)

n + ∆E)|un〉,

où

|un〉 = |u(1)n 〉,

En =

(
n+

1

2

)
~ω0 + ∆E.

On peut introduire l’opérateur T̂ qui transforme |u(0)n 〉 en |u(1)n 〉 via
|u(1)n 〉 = T̂ |u(0)n 〉,

T̂ =

∫ +∞

−∞
dx |x〉〈x− x0|.

(c) ChoisirEel tel queE0 = E
(0)
0 +∆E = 0, oùE(0)

0 = ~ω0/2. Ceci donne

Eel =
ω0

Q

√
m~ω0.
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Corrigés exercices Mécanique Quantique - Master Physique
Moment cinétique

1. (a) Le commutateur pour la composante x du moment cinétique peut
être développé comme suit,

[L̂x, V̂ (~̂r)] = [(ŷp̂z − ẑp̂y), V̂ (~̂r)] = [ŷp̂z, V̂ (~̂r)]− [ẑp̂y, V̂ (~̂r)]

= ŷ[p̂z, V̂ (~̂r)] + [ŷ, V̂ (~̂r)]︸ ︷︷ ︸
=0̂

p̂z − ẑ[p̂y, V̂ (~̂r)]− [ẑ, V̂ (~̂r)]︸ ︷︷ ︸
=0̂

p̂y.

Dans le cours nous avons vu que [p̂, f(x̂)] = −i~∂f(x̂)/∂x̂ pour un
mouvement unidimensionnel. Ceci devient

[p̂k, f(~̂r)] = −i~∂f(~̂r)

∂r̂k
, k = x, y, z,

où r̂x ≡ x̂ etc. Par conséquent

[L̂x, V̂ (~̂r)] = −i~

(
ŷ
∂V (~̂r)

∂ẑ
− ẑ ∂V (~̂r)

∂ŷ

)
.

De la même façon

[L̂y, V̂ (~̂r)] = −i~

(
ẑ
∂V (~̂r)

∂x̂
− x̂∂V (~̂r)

∂ẑ

)
,

[L̂z, V̂ (~̂r)] = −i~

(
x̂
∂V (~̂r)

∂ŷ
− ŷ ∂V (~̂r)

∂x̂

)
,

ou bien

[
~̂
L, V̂ ] = −i~~̂r ∧∇V̂ (~̂r)

(b) Avec la forme donnée pour Ĥ il suit que

[Ĥ,
~̂
L] =

[
~̂p2

2m
,
~̂
L

]
+ [V̂ (~̂r),

~̂
L] =

[
~̂p2

2m
,
~̂
L

]
+ i~~̂r ∧∇V̂ (~̂r).

Nous avons d’abord

[p̂2x, L̂x] = [p̂2x, (ŷp̂z−ẑp̂y)] = p̂x[p̂x, (ŷp̂z−ẑp̂y)]+[p̂x, (ŷp̂z−ẑp̂y)]p̂x = 0̂,

car p̂x commute avec ŷ et ẑ, ainsi qu’avec p̂y et p̂z . Ensuite

[p̂2y, L̂x] = [p̂2y, (ŷp̂z− ẑp̂y)] = p̂y[p̂y, (ŷp̂z− ẑp̂y)]+ [p̂y, (ŷp̂z− ẑp̂y)]p̂y

= p̂y

[p̂y, ŷp̂z]− [p̂y, ẑp̂y]︸ ︷︷ ︸
=0̂

+

[p̂y, ŷp̂z]− [p̂y, ẑp̂y]︸ ︷︷ ︸
=0̂

 p̂y

= p̂y

ŷ [p̂y, p̂z]︸ ︷︷ ︸
=0̂

+ [p̂y, ŷ]︸ ︷︷ ︸
−i~1̂

p̂z

+

ŷ [p̂y, p̂z]︸ ︷︷ ︸
=0̂

+ [p̂y, ŷ]︸ ︷︷ ︸
−i~1̂

p̂z

 p̂y = −2i~p̂z p̂y.
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et de la même façon

[p̂2z, L̂x] = [p̂2z, (ŷp̂z − ẑp̂y)] = p̂z[p̂z, (ŷp̂z − ẑp̂z)] + [p̂z, (ŷp̂z − ẑp̂y]p̂z

= p̂z

[p̂z, ŷp̂z]︸ ︷︷ ︸
=0̂

−[p̂z, ẑp̂y]

+

[p̂z, ŷp̂z]︸ ︷︷ ︸
=0̂

−[p̂z, ẑp̂y]

 p̂z

− p̂z

ẑ [p̂z, p̂y]︸ ︷︷ ︸
=0̂

+ [p̂z, ẑ]︸ ︷︷ ︸
=−i~1̂

p̂y

+

ẑ [p̂z, p̂y]︸ ︷︷ ︸
=0̂

+ [p̂z, ẑ]︸ ︷︷ ︸
=−i~1̂

p̂y

 p̂z = 2i~p̂yp̂z

Comme p̂yp̂z = p̂z p̂y, il suit que

[p̂2x + p̂2y + p̂2z,Lx] = 0̂,

ce ce montre de la même façon pour les autres composantes du mo-
ment cinétique. Par conséquent[

~̂p2

2m
,
~̂
L

]
= 0̂.

Si le potentiel possède une symétrie radiale, V (~r) = V (r), où r = |~r|,
il suit que

~∇V (~r) =
∂V

∂r

~r

|~r|
⇒ ~r ∧ ~∇V (~r) = ~0.

Par conséquent

[Ĥ,
~̂
L] =

[
~̂p2

2m
,
~̂
L

]
+ [V̂ (~̂r),

~̂
L] =

[
~̂p2

2m
,
~̂
L

]
+ i~~̂r ∧∇V̂ (~̂r) = 0̂.

Comme [Ĥ,
~̂
L] = 0̂, le moment cinétique est conservé.

(c) On écrit

[L̂x, L̂y] = [(ŷp̂z − ẑp̂y), (ẑp̂x − x̂p̂z)]
= [ŷp̂z, ẑp̂x]−[ŷp̂z, x̂p̂z]︸ ︷︷ ︸

=0̂

− [ẑp̂y, ẑp̂x]︸ ︷︷ ︸
=0̂

+[ẑp̂y, x̂p̂z] = ŷ [p̂z, ẑ]︸ ︷︷ ︸
−i~1̂

p̂x+x̂ [ẑ, p̂z]︸ ︷︷ ︸
i~1̂

p̂y

= i~(x̂p̂y − ŷp̂x) = i~L̂z.

On trouve de la même façon que [L̂z, L̂x] = i~L̂y et [L̂y, L̂z] = i~L̂x.
Par conséquent

[L̂x, L̂y] = i~L̂z, cycl.

Afin de calculer [L̂k,
~̂
L2] on développe [L̂k,

~̂
L2] = [L̂k, L̂

2
x + L̂2

y + L̂2
z].

Pour k = x on a en particulier

[L̂x, L̂
2
x] = 0̂,

[L̂x, L̂
2
y] = L̂y[L̂x, L̂y] + [L̂x, L̂y]L̂y = i~(L̂yL̂z + L̂zL̂y),

[L̂x, L̂
2
z] = L̂z[L̂x, L̂z] + [L̂x, L̂z]L̂z = −i~(L̂zL̂y + L̂yL̂z).
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Avec ceci
[L̂x, L̂

2
x + L̂2

y + L̂2
z] = 0̂.

Utilisant la même approche pour les autres composantes on
confirme que

[L̂k, L̂
2
x + L̂2

y + L̂2
z] = [L̂k,

~̂
L2] = 0̂

2. — On développe d’abord

L̂+L̂− + L̂2
z − ~L̂z = (L̂x + iL̂y)(L̂x − iL̂y) + L̂2

z − ~L̂z

= L̂2
x−iL̂xL̂y+iL̂yL̂x+L̂2

y+L̂2
z−~L̂z = L̂2

x−i [L̂x, L̂y]︸ ︷︷ ︸
i~L̂z

+L̂2
y+L̂2

z−~L̂z

= L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z

— De la même façon

L̂−L̂+ + L̂2
z + ~L̂z = (L̂x − iL̂y)(L̂x + iL̂y) + L̂2

z + ~L̂z

= L̂2
x+iL̂xL̂y−iL̂yL̂x+L̂2

y+L̂2
z+~L̂z = L̂2

x+i [L̂x, L̂y]︸ ︷︷ ︸
i~L̂z

+L̂2
y+L̂2

z+~L̂z

= L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z

— En utilisant [L̂x, L̂y] = i~L̂z (cycl.), on voit que

[L̂+, L̂z] = [(L̂x + iL̂y), L̂z] = [L̂x, L̂z] + i[L̂y, L̂z]

= −i~L̂y − ~L̂x = −~L̂+

— De la même façon

[L̂−, L̂z] = [(L̂x − iL̂y), L̂z] = [L̂x, L̂z]− i[L̂y, L̂z]

= −i~L̂y + ~L̂x = ~L̂−

— Comme [L̂k,
~̂
L2] = 0̂ (k = x, y, z), ~̂L2 commute également avec toute

combinaison linéaire des L̂k, et par conséquent [L̂±,
~̂
L2] = 0̂.

3. En s’inspirant de la démonstration du cours que 〈r|[V̂ , L̂k]|r′〉 = 0 si
V (r) = V (|r|), on écrit d’abord

〈p|[T̂ , L̂k]|p′〉 =

∫
d3p′′〈p|T̂ |p′′〉〈p′′|L̂k|r′〉 −

∫
d3p′′〈p|L̂k|p′′〉〈p′′|T̂ |p′〉.

En utilisant que

〈p|T̂ |p′〉 = T (p)δ(p− p′), où T (p) =
p2

2m
,
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on trouve pour le premier terme∫
d3p′′〈p|T̂ |p′′〉〈p′′|L̂k|p′〉 =

∫
d3p′′ T (p)δ(p−p′′)

{
i~ρ̂p′′kδ(p

′′ − p)
}

= i~T (p)ρ̂pkδ(p− p′),

et pour le deuxième∫
d3p′′〈p|L̂k|p′′〉〈p′′|T̂ |p′〉 =

∫
d3p′′

{
i~ρ̂pkδ(p− p′′)

}
T (p′′)δ(p′′−p)

= i~ρ̂pkδ(p− p′)T (p′) = i~ρ̂pk
{
δ(p− p′)T (p)

}
= i~T (p)ρ̂kδ(p− p′) + i~ {ρ̂kT (p)} δ(p− p′).

Il suit alors que

〈p|[T̂ , L̂k]|p′〉 = i~ {ρ̂kT (p)} δ(p− p′).

Utilisant maintenant

T (D(ek, ε) · p) ≈ T (p) + ερ̂kT (p), (|ε| � 1).

on voit que ρ̂pkT (p) = 0 si T (D(ek, ε) · p) = T (p), i.e. si T est invariant
sous une rotation de l’argument p. Comme T (p) ∝ |p|2, ceci le cas et on
peut conclure

〈p|[T̂ , L̂k]|p′〉 = 0
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